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i I. Punktet, bestemt ved retvinklede Koordinater. 
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1, Et Punkt i Planen er bestemt, naar man kjender 
dets Projektioner paa to givne, paa hinanden vinkelrette 
Linier, Lad disse skære hinanden i O; deres positive 
Retnmger betegne vi 
ved X og r; de nega- 
tive ved X, og F . O 
tages til Begyndelses- 
, punkt for dem begge, og 
den positive Omløbs- 
retning vælges saaledes, 

at {XY) = \. X, X 
X 

kaldes Abscisseaxen, 
Y, Y Ordinataxen, med et fælles Navn Koortiinat- 
axer; O kaldes Koordinatsystemets Begyndelses- 
punkt. 

Et Punkt M er nu, som angivet, bestemt, naar 
man kjender dets Projektioner M, og M,, og disse be- 
stemmes atter ved OM, og OM, der henholdsvis kal- 
des Punktets Abscisse og Ordinat (med ei fælles 
Navn Koordinater) og betegnes ved x og y. Man 
har altsaa for Punktet M, der ogsaa betegnes (æ, y), 

x=OM„ y=OM,. 
Da M lettest konstrueres, ved at nian afsætter OM, og 
1« 
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derpaa Jlf, M, tages demie sidste ofte som Punktels 
Ordinat og regnes da positiv mod Y, negativ mod F,. 

2. Lad M betegne den positive Retning af Linien 

OM og sæt {XM) = v; man har da, i Følge Definitionen 

afeo^ og sif), for enhver Beliggenhed af M (Trig. 9 og 10) 

x=^OMcosv, y=OMsinv, (1) 

hvoraf 



y =^ xtgv\ OM = V'æ^ -i^y'^^^x sec v, (9) 
der bestemme Retningen og Længden af en Linie fra 
Begyndelsespunktet til et Punkt med givne Koordinater, 
Dog maa man mærke sig, at tg v kun bestemmer Limens 
Behggenhed, men ikke dens positive Retning; først naar 
denne er valgt, bestemmes Fortegnet for sec v og derved 
for Kvadratroden. 

Dersom f. Ex. x^'—\, y = 1, faas tgv=:^\, 
altsaa, naar vi kun betragte Vinkler mindre end 2«, 



-f V2 
— V2 



Linien falder i anden og fjerde Kvadrant; regnes den 
positiv mod anden Kvadrant, bruges de øverste, mod 
fjerde Kvadrant de nederste Værdier. 

3. At bestemme Retningen og Længden 
af den Linie, der forbinder to givne Punkter 
M{x^, «/,) og H^ix^ y,). 

Man har, idet Punkternes Projektioner ere henholds- 
vis M,, JW„ iV, og N^ og L den positive Retning af 
MN, samt (Xt) = v (Trig. (30) o^ (31}) 

M,N, = MNcos (XL); J(Z,iV, = MNsin (XL) 
eller 
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: -^.-^, - (3) 

MN'^ V{Xj — ^,)^+(yi -^1/3)^'= (x,—x^)secv | 

Naar det ene Punkt er Begyndelsespunktet, komme 
vi tilbage til det ovenfor behandlede Tilfælde; de der 
gjorte Bemærkninger om Fortegnene gjælde ogsaa her. 

tgv kaldes Liniens Retningskoefficient; Ret- 
ningskoefficienten for en Linie gjennem to 
Punkter er altsaa Ordinaternes Differens, 
divideret med Abscissernes Differens. 

i. At finde det Punkt P(|,,i;J, der deler 
MN i Forholdet /*. (PM^/iPN). 

Projektionerne af F maa henholdsvis dele M, N 
og M, N, i Forholdet /i. Man har derfor (Trig. (4)) 

For det med P harmonisk forbundne Punkt er 
Forholdet — /i, saa at det bestemmes ved 

Betingelsen for, at fire Punkter paa en ret Linie 
ere harmonisk beliggende, faas ved at bemærke, at 
deres Projektioner paa en vilkaarlig Linie ogsaa maa 
ligge harmonisk; den er altsaa (Trig. (5)) 
?X=.fi £i_- L eller ?^- Jl ii^K (6) 

For ]i 1 faar man Midtpunktet af Linien MS 

bestemt ved 

f__.„_; ,__„_. (7) 
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Som Anvendelse ville vi bestemme Skæringspunktet 
for Medianerne i Trekanten .med Vinkelspidseme (^",,y,), 
(^j! Pi) og (^ai l/s)- Medianen fra (æ,, y,) gaar til 
Midtpunktet af den modstaaende Sido, altsaa til Punktet 
[?j_"iL'?2; S:»-"tl!iJ. Det Punkt, der deler Medianen 
i Forholdet — 2, faai' Koordinaterne 

3=3' 
og Symmetrien af disse Udtryk viser, at dette Punkt 
ogsaa ligger i de to andre Medianer og deler dem i 
! Forliold. 



Hvor stor er Afstanden mellem Ptniktoi-iie (3,4) og 

(-1,3)? 

Hvor store ore Siderne i den Trekant, hvis Viiikel- 

spidaer ere (0,1), (5,6), og (6,1)? 

Hvilke ere Sidernes Midtpunkter i Trekanten i 2? 

Bevis, at den Linie, som forbinder Midtpunkterne 

af de to Sider i en Trekant, er parallel med den 

tredje Side og halv saa stor. 

En Linie Ali har Eetningskoefflcienten «; tvor stor 

er Længden AB, naar i og B henholdsvis liave 

Abscisserne æ, og x,'i 

En ret Linie indeholder Punkterne (2,3) og (5,7); 

hvilken er Liniens Ketningskoefficient og hvor stor 

er Ordinaten til det Funkt af Linien, t 



Den Linie, der forbinder Punkterne (2,3) og (5,7), 
er delt i 5 lige store Dele; find Delingspunkternos 
Koordinater, samt Eetningskoefficienterne til de Linier, 
der forbinde Deiingspunkterne med Begyndelsespunktet. 
Naar (æ, ;/) er et vilkaarligt Punkt af en Cirkel- 
periferi, der har Eadiiis r og Centrum i Begyndelses- 
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punktet, hvilken Ligning maa da cc og y tilfredsstiller' 
Naar den Linie, der forbinder (æ, y) med Punktet 
(0,0), har Eotningskoefflcieiiten 2, hvor store ere da 
a> og y? 

I en Linie gjennem A (0,1) og B (1,5) er C dot 
Punkt, der har Ordinaten 4. Bestem D, naar A og' 
B ere harmonisk forbundne med C og 1). 



§ 2. Kurvers Bestemmelse. 

5. Et Punkt kan ogsay. bestemmes ved to Lig- 
ninger mellem x og j/, Idet man, ved at løse Lignin- 
gerne, finder Punktets Koordinater. Saaledes bestemme 
Ligningerne v/ = 3^; ly^Æ-j- 1 Punktet (1,2). Give de 
to Ligninger flere Værdier af x og j/, bestemme de 
ikke et enkelt Punkt, men et System af Punkter. Lig- 
ningerne æ^ +y' = 25, x^y^-1 bestemme saaledes 
de to Punkter (3,4) og (4,3). 

Dersom man kun har én Ligning mellem x og y 
til at bestemme Punktet, vil Opgaven faa uendelig 
mange Løsninger, idet man kan tillægge den ene ub'e- 
kjendte vilkaarlige Værdier og ved Ligningen bestemme 
de tilsvarende Værdier for den anden. Saaledes til- 
fredsstilles Ligningen y = 2x af Punkterne (1,2), (2,4), 
(3,6), (4,8), og i det heie taget af ethvert Punkt, hvis 
Ordinat er to Gange Abscissen. For ethvert af disse 

Punktor er — == 2 ; men i Følge (2) vil dette sige, at 

den Linie, der forbinder ethvert af Punkterne med Be- 
gyndelsespunktet, danner med Abscisseaxen en Vinkel, 
hvis tg er 2. Dersom 'man altsaa trækker en saadan 
Linie gjennem Ecgj'ndelsespunktet, ville Koordinaterne 
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til ethvert af dens Punkter og til ingen andre Punkter 
tilfredsstille Ligningen y = ^x. 

Vi finde ligeledes let hvilke Punkter, der bestemmes 
ved Ligningen a;^ + j/^=25. Da nemlig Vx'^-^y'^ an- 
giver Afstanden fra Begyndelsespunktet til Punktet (æ, y), 
udtrykker Ligningen, at det søgte Punkt skal ligge i en 
Afstand 5 fra Begyndelsespunktet. Den ved Ligningen 
opstillede Betingelse op^ldes altsaa af ethvert Punkt i 
den Cirkel, der har O til Centrum og Radius 5, og af 
intet andet Punkt. 

En enkelt Ligning mellem et Punkts Koordinater 
udtrykker saaledes blot, at Punktet ligger paa en vis 
Kurve; den udtrykker en Egenskab, som er fælles for 
alle Kurvens Punkter, og som intet andet Punkt har. 
og kaldes derfor Kurvens Ligning. 

De undersøgte Ligninger have vist sig at være Lig- 
ninger for bekjendte Kurver. Selv meget simple Lig- 
ninger kunne imidlertid svare til Kurver, som vi ikke 
før have undersøgt. Saaledes kan «/' -= a; ikke svare 
U! en ret Linie, da man til hver Værdi af x faar to 
Værdier af ij; den kan heller ikke svare til. en Cirkel, 
da den tilfredsstilles af ic = co, y = oo, medens Cirklen 
kun har Punkter i endelig Afstand. I saadanne Til- 
fælde tjener imidlertid selve Ligningen til Bestemmelse 
af Kurvens Figur, idet man ved dens Hjælp kan finde 
saa mange til Kurven hørende Punkter, som man vil; 
saaledes ligge Punkterne (0,0), (1,±1), (2,±V2), {3,±l 3) 
osv. alle paa Kiirven y^ = x, der derved ses at begynde 
i Begyndelsespunktet og derfra sende to, om ^ ~ Axen 
symmetrisk liggende, uendelige Grene ud i første og 
fjerde Kvadrant. Kurven er en Parabel, en Art Kurver, 
som vi senere skulle undersøge nærmere. Vi benytte 
da Kurvens Ligning til at fmde dens mest karakteristiske 
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Egenskaber, det vil sige, at vi udlede disse af den ene 
bestemmende Egenskab, som Ligningen udtrykker. 

Omvendt kan man benytte en given Egenskab ved 
en Kiuve til at finde dens Ligning. Det gjælder da 
blot om at udtrykke Egenskaben ved Hjælp af Koordi- 
naterne til et vilkaarligl Punkt i Kurven. Om vi end 
gaa ud fra forskjellige Egenskaber ved en Kurve, maa 
vi dog komme til den samme Ligning, thi vi have set, 
at to forskjellige Ligninger kun kunne tilfredsstilles af 
et endeligt Antal Punkter. 

Vi ville f. Ex. søge Ligningen 
Ij" for en Cirkel, bvis Radius er r, 

som rører Ordinataxen og har sit 
Centrum i Abscisseaxen, Vi kunne 
da benytte den Egenskab, at Or- 
I ~'~— - "■'' dinaten er Mellemproportional mel- 

lem Diametrens Stykker ; dette 
giver slrax Ligningen »/'' = a: (2r — x). 

Benytte vi den Egenskab, at Korden fra Begyndel- 
sespunktet er Mellemproportional mellem sin Projektion 
paa Diamctren og hele Diametren, faa vi, idet Korden 
til (ir, ^) er l'a;^ + J/^ sti-ax æ^ + J/^ = Sra;. Udtrykke 
vi endelig, at Afstanden fra et Punkt {x, y) til Centrum 
{rfi) er r, faa vi V{x — r)^ -\-y^ ='^, en Ligning, der 
er identisk med de to andre. 

6. Vi saa, at to Ligninger jnellem x og y bestemte 
ét eller flere Punkter, og vi se nu, at disse Punkter 
maa være Skæringspunkterne for de to Kurver, som 
Ligningerne repræsentere, naar de tages hver for sig. 
De tilfredsstille nemlig begge Ligningerne og maa derfor 
ligge paa begge Kurverne. 

Man bruger undertiden forskjellige Bogstaver for 
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Koordinaterne til Punlfteme i forskjellige Kurver og 
atter andre Bogstaver for Skæringspunkterne. Oftest 
bruges imidlertid x og y som fælles Betegnelse, og 
man maa da erindre, hvad de paa hvert Sted betyde. 
Har man f. Ex. Ligningerne 

a;2 4. j/» = lOa;; y = 3x, 
da betyde x og y, naar den første Ligning tages for 
sig, Koordinaterne til et hvilket som helst Punkt i den 
ved Ligningen repræsenterede Ch'kel (som har Radius 
5, Centrum i æ-Axen og rører j/-Axen), i den anden 
Ligning til et hvilket som helst Punkt i den rette Linie 
gjennem Begyndelsespunktet {tg v = 3), Tages derimod 
Ligningerne sammen, saa at x og y have samme Be- 
tydning i dem begge, faar man dem kun svarende til 
de to Kurvers Skæringspunkter (0,0) og (1,3). Saa længe 
Punktet opfattes som et hvilket som helst" Pvmkt af en 
Kurve, kaldes dets Koordinater løbende Koordinater. 

7. Vi kunne saaledes nu opfatte Løsningen af to 
Ligninger med to ubekjendte geometrisk, nemlig som 
Bestemmelse af to Kurvers Skæringspunkter. Naar vi 
af to givne Ligninger danne en tredje, kommer demie 
til at svare til en Kurve gjennem de to andre Kui-vers 
Skæringspunkter; Ligningen tilfredsstilles nemlig af de 
Værdier af x og y, der tilfredsstille begge de givne 
Ligninger, men disse Værdier ere netop Skæringspunk- 
ternes Koordinater. Naar man paa denne Maade er- 
statter de givne Ligninger ved simplere Ligninger, søger 
man altsaa i Virkeligheden Skæringspunkterne for Kui'ver, 
der ere lettere at behandle end de givne, og som have 
de samme Skæringspunkter. 

Har man f. Ex. Ligningerne 

x^ -L J/2 ^ 10 ; x^ -i-y"^ = 1.0 c, 
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dannes den simplere Ligning lOx -^ 10, som altsaa er 
Ligningen for en Kui-ve gjennem de givne Cii'klers 
Skæringspunkter. Da Ligningen viser, at etlivert Punkt 
i denrie Kurve har Abscissen 1, maa Kurven være en 
ret Linie, parallel med Ordinataxen i Afstanden 1. 
Man kan nu tage denne Linie i Stedet for en af de givne 
Cirkler og faar da Skæringspunkterne (1,3) og (1, — 3). 

10. Hviiltet Udseende have Kurverne xy^-d og æ-\~y 
= 4, og hvilke Punkter have de fælles? 

11, Hvilket Udseende have Kurverne y^=-sinx, y-^cosæ. 
y^igæ, y^lcf)^, y = (:r — 1) (^ — 2) [t — 3). 

§ 3. Den rette Linie. 

8. Ligningen for en ret Linie, som inde-- 
holder Punktet {x^,y^), og som danner Vinklen 
V med AbscisseaXén. 

Den Linie, som forbinder et vilkaarligt Punkt [x, y) 
i Linien med {x„ j/J, danner med Abscisseaxen en 

Vinkel, hvis tg er " ^- (3). Da denne Vinkel er v, 

har man altsaa for hveri Punkt i Linien 

y — y, ==tgv{x — x,), (8) 

der er den søgte Ligning. 

For a:, = O faas Ligningen for en Linie, der 
afskærer Stykket y, af Ordinataxen, og som 
med Abscisseaxen danner Vinklen v, 

y^x.tgv + y,. (9) 

For X, — Pi = O faas Ligningen for en Linie gjen- 
nem Begyndelsespunktet, og som danner Vink- 
len V med Abscisseaxen, 

y = xtgv. (10) 
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For w = faas Ligningen 1'or en Linie parallel 
med Abscisseaxen i Afstanden y^ 

y = y.- (11) 

For « = q faas (idet Ligningen først omskrives til 
x — x^^^cotv {y — !/,)) Ligningen for en Linie, 
parallel med Ordinataxen i Afstanden x^ 

x^x,. (12) 

Af disse faas atter specielt Ligningerne for 
Koordinat axerne 

,-c = O, ?/ = O, 
der udtrykke, at ethvert Punkt i en af Axerne ligger i 
Afstanden Nul fra selve Axcn. 

I Stedet for (8) bruges ofte de to Ligninger 

x = r cosv -\-x^; y = rsinv^y^, (13) 

hvor r betyder Afstanden fra {x^^ j/,) til det løbende 
Punkt («, y). 

9. Ligningen for en ret Linie gjennem to 
Punkter (æ, ,y,) og (a:, , y,). 

Man indsætter i (8) i^w, udtrykt ved de to Punkters 
Koordinater (3), og faar 

y — y,-- ^£-^^ {x — X,). (14) 

For a^, =y, =0 faas Ligningen for en rot 
Linie gjennem Begyndelsespunktet og et andet 
Punkt {x^, 1/,) 

yXy = xy^. (15) 

Vælger man de to Punkter, hvert J sin Axe, nemlig 
(Ot s) og {p, 0), faar man Ligningen for en ret 
Linie, der af Axerne afskærer Stykkerne p o% q 
(regnede med Foi-tegn), 

5 + ^-1. (16) 
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10. Vi have her set, at den rette Linie repræsen- 
teres ved en Ligning af første Grad mellem x og y. 
Den kan skrives med to ubestemte Koefficienter, saa 
længe Linien er fuldkommen ubestemt; de forskjellige 
Linier faas, ved at man tillægger disse forslgellige Værdier. 
De kaldes ofte Ligningens Konstanter, fordi de ikke 
forandres, saa længe man har med den aamme rette 
Linie at gjøre, medens æ og i/ ere variable, fordi de 
forandre deres Værdier, efter som man betragter for- 
skjellige Punktor af Linien. I (16) f. Ex. forandre p 
og q sig ikke, saa længe man har at gjøre med den 
samme rette Linie, de ere for denne Linie givne Stør- 
relser. Ere p og g ubekjendte, ved man dog, at Lig- 
ningen svarer til en ret Linie, men først, naar de blive 
bekjendte, ved man, hvilken ret Linie det er. 

11. Omvendt svarer enhver lineær Ligning mellem 
X og y til en ret Linie. Den almindelige lineære Lig- 
ning har Formen 

ax -i- fiy = c 
og kan skrives 

_£__ 1^ -.., _ '^ i'^ 

M'W '"'^-^-'^ 

som, ved Sammenligning med (16) og (9) vise, at Lig- 
ningen tilhører en ret Linie, der af Axerne afskærer 

Stykkerne -ogr-, og hvis Vinkel med Abscisaeaxen be- 
stemmes ved Retningskoefflcienten 

tgv=.~^^. (17) 

Den almindelige lineære Ligning indeholder i Virke- 
kun to Konstanter, idet den ene Koefficient 
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kan toortdi vi deres. Den rette Linie besteiiinies derfor 
ved to Betingelser, som den skal tilfredsstille, idet disse 
Betingelser kunne udtrykkes ved to Ligninger, der tjene 
til at bestemme Konstanterne. Skal Linien f. Ex. inde- 
holde Punkterne (x, ,?/,) og {x, ,«/J, konno vi til den 
almindelige Ligning 

ax +by -|- c = O 
føje de to ax^ + by, + c = O, 

aa:, + ly, + c ^ O, 
der udtrykke, at de to Punkter ligge i Linien. Den 
søgte Ligning taas da ved Elimination af «, b og c, 
der giver 



^0, 



X 


f/ 


1 


.«, 


y, 


1 


X. 


'j. 


i 



1 er en anden Fonn for (14). 



12. Skæringspunktet for to rette Linier 

ax + by =: e, 

a,x -\- b,y =■- c, 
bestemmes ved at man søger a; og y af de to Ligninger. 
De ubekjeiidte blive som bekjendt uendelige , naar 
a:a,^=h: b„ ubestemte, naar a : a, = fe : 6, = c : c,. 
Det første Tilfælde indtræder, naar Linierne danne 
samme Vinkel med 3;-Åxen (17), altsaa naar de cre 
parallele, det andet, naar de falde sammen. 



13. Ligningen for en Linie gjennem et 
givet Punkt (x, ,ij,) og parallel med en given 
Linie {ax + 6y = c). 

Ligningen har Formen 

hvor iiian, da de to Linier erc parallele, har (17) 
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altsaa er den søgte Ligning 

Er det givne Punkt Begyndelsespunktet, bliver Ligningen 

ax -f- hy =' 0. 

Opgaver, 

12. Piad Ligniiigeii for en ret Linie, der danner en 
■Vinkel paa 135° med Åbsciaseaxen o^ afskærer 
Stykket — 7 af Ordiaataxen. 

13. Hvor stov or Ordinaten til det Punkt i Linien 
Sæ -\- 3^/ — 5, livis Abscisse er 2? 

14. Hvilke Stykker afskærer Linien xix -!- 3j/ = 15 af 
Aserne, og hvilken Vinkel danner den med Abscisse- 

15. Hvilken Ligning har en Linie, der indeholder Punktot 
(2,3) og gaar igjennem Begyndelsespunktet? 

16. Find Ligningerne for de tre Sider i Trekanten i 2. 

17. I hvilket Punkt skærer Limerne i 13 og 14 hin- 
anden ' 

18. Find SkiPiingsiiinUot tji Li iiwk 5j 4 / ^ 4 r 
10i' + 2/ = S 

19. Find Ligmngfn foi en let lime „jenifin Punktet 
(3,1), og bora 1 1 JiLiindelse med Axinie duner 
en Trekant hvis Areil er 15;" 

20. Find Ligningerne for "Uednnerne i Trekinten i 2 

21. Find Skæringspunktet foi to af disse Medianer og 
vis, at dette Punkt liggei i den tiedje Median 

22. Find Lignin-,Ln for en Lime dei g-iir giennem 
Begyndelsespunktet og gjennem Skcorin irapunkt et for 
Limene 2j! + S/ = 2 og v = r (-1 

23. I en Tiekint Al L tiikkos Mednnen Tfl 09 en 
Llnio /(■ ^ 4t loMS, at en Mlkairlig L nie ejenntm 
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1) skærer Figureus Linier i fire Iiarraonisk forbundne 
Punkter. 

24. I 9n ligebenet Trekant drages fra Toppunktet en 
Linie ÅD, der med Grundlinien danner en Vinkel 
paa 60° og deler den i to Stykker DD og tiC; bevis, 
at DC -^ DH^ bA. 

25. Vinkolspidseme af en ligesidet Trekant ere (0,0), 

(«,0) og 1^, -X isj. Find Ligningerne for Vinklernes 
Haheringalinier og via, at do skære hverandre i ét Punkt. 

14. Vinklen mellem to rette Linier. 

Betegne vi Liniernes positive Retninger ved L og 
i,, have vi 

(ti,) = (XL,) -(XL), (18) 

saa at Opgaven kun har én Løsning, naar.man regner 
den søgte Vinkel fra en bestemt af de to Linier, og 
naar disses Vinkler med æ-Axen ere givne. Ere Lini- 
erne derimod givne ved deres Ligninger 

aæ A^by = e og a^x -|- h^y = c,, 
blive deres positive Retninger ubestemte, idet man kun 
har (17) 

tg {XL) - - |, i? i^L,) = - Ij, (19) 

hvor L og L, lige godt kunne betegne begge Retninger, 
da tg ikke forandres, ved at Vinklen forøges med en 
halv. Omdrejning. 

Man faar nu, ved i (18) at tage tg paa begge 
Sider og indsætte Værdierne af (19), 

Den Vinke!, som paa denne Maade er bestemt, er 
altsaa den, som vi maa dreje Linien L om Skærings- 
punktet, for at faa den til at dække Lj. Vinklen inde- 
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holder, da. den bestemmes ved sin tg^ et ubestemt Led 
pn; dette stemmer med, at L atter vil dække i, for 
hver halv Omdrejning, den drejes videre. 

Formlen viser, hvad vi ogsaa have set ovenfor, at 
Linierne ere parallele, naar ab^ — ba,, og at Betin- 
gelsen for, at de to Linier staa vinkelret paa 
hinanden, er 

aa, + bb,^0. (21) 

Dersom Ligningerne skrives under Formen 

har mail 
altsaa 

tS(LL,) - f tif . (22) 

Og Betingelsen for, at Linierne ere vinkelrette paa 
hinanden, er da 

a«, 4- 1 = O eller a, = — -. (23) 

15. Ligningen for en Linie gjennem ei 
givet Bunkt (x^^ f/J, og hvis Vinkel med en 
given Linie, L {y = ax-\-q), regnet fra denne, 
er M, har først Formen 



. (XL) - 



Den søgte Ligning er derfor 
tgu- 



1 — atgu 
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Dersom don givne Vinkel or ret, bliver Ligningerj 

som faas ved (23) eller ved i (24) at sætte (3 m = cc , 
efter at man har divideret Tællor og Nævner i Brøken 
med igu. 

Afstanden fra en Linie til et Punkt 
Fra Begyndelsespunktet fælde vi OF vinkel- 
rot paa den givne Linie. 
Det givnePuaktJW pro- 
jiceres paa 3-Axen i N, 
M o^ N projiceres paa 
OP i M, og N,. Paa 
OF vælge vi en positiv 
Retning i; man har da, 
idet PO^p, (Xi)-«, 
den søgte Afstand 

d=PM, 
=FO + ON, -^N^M,, 
men 

PO~p, ON, = ON cos (XL) =-- X .^ cos a, 

N,M, = NMcos{YL) ^ NM cos i — '^ ^ a\ = y , sin «, 

altaaa 

d = x^ cosa + p^ sin « +i'- (2^) 

Afstanden er her udtrykt ved' « og p, der tænkes givne. 
Den er Nul for Punkter i selve den givne Linie; dersom 
{x, i/) er et vilkaarligt Punkt i denne, er altsaa 

xcos a-\- y sin o. -|- j» = O, (27) 

der saaledes bliver en ny Form for den rette Linies 
Ligning, den saakaldle Normalforin. 

Kaar man har Ligningen under denne Form, bi!- 
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høver man, for at faa Afstanden fra Linien til et. Punkt, 
i Følge (26) blot at indsætte dette Punkta Koordinater 
for re og y i Ligningens venstre Side. 

Forandre vi den positive Retning L, bliver a at 
ombytte med n + a og p med —p. Derved skifte alle 
Leddene i (27) Tegn. Normalformen er altsaa dobbelt, 
men Forskjellen bestaar blot i Faktoren —1. Denne 
faar imidlertid Betydning, naar man bestemmer Afstanden 
til et givet Punkt, da Fortegnet for denne Afstand 
beror paa den Form, Ligningen har. 

Har man f. Ex. « = 30°; p ^■- 5, bliver Ligningen 

men den er lige saa goiit 

''3 1 c o 

--,--— 2 »-6 = 0, 

svarende til « = 210°, j3 = — 5. Søger man nu f. Ex. 
Afstanden til Punktet (2V3, 2), faar raan, ved at bruge 
den første, 9, ved at bruge den anden, — 9. Afstanden, 
der maales paa Perpendikulæren, skifter, som vi kunde 
forudse det. Fortegn, naar den positive Retning L for- 
andres. 

Naar vi bruge den samme Fona til at bestemme 
flere Punkters Afstande, bhver den positive Retning 
uforandret, og følgelig maa alle de Punkter, hvis Af- 
stande faa ens Fortegn, ligge paa samme Side af Linien, 
saa at Linien kan siges, at have en positiv og en ne- 
gativ Side. Den Side, der er den positive, bestemmes 
da ved at man søger et bekjendt Punkts Afstand. Dertil 
vælges i Regelen Begyndelsespunktet; dog maa man, 
dersom dette ligger i den givne Linie, vælge et andet 
Punkt. I Esemplet ovenfor giver den første Form 
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Afstanden 5, den anden — 5 fos- Begyndelsespunktet. 
Et Punkt med positiv Afstand vil altsaa, naai' den 
første Form brag-es, ligge paa samme Side af Linien 
som Begyndeisespmiktet, naar den anden Form bruges, 
paa den modsatte Side. 

17. Den givne Formel for Afstanden forudsætter, 
at man har Liniens Ligning mider Normalform. Det 
karakteristiske for denne er, at KoefTicienterne til x og y 
ere en vis Vinkels cos og si«, allsaa, at Summen af 
deres Kvadrater er 1. Dette opnaas, naar Ligningen er 
given under en hvilken som helst Form, ax -!- J«/ + c = O, 
ved Division med Va^ + d^, hvorved man faar 

^=^z^^ + -=l^« + ^4= = 0, (28) 
Va^^h'' \a^-\-h^ Va=+6« 

der bliver dobbelt, idet Rodstørrelsen kan tages positiv 
eller negativ. « og p bestemmes da ved 

±La . ±6 ±c ,„„. 

Ligningen 53^4-12^ = 13 bliver saaledes, bragt paa 
Nonnalform 

.. -l^ + i-"- 

den sidste, bliver Afstanden positiv til Begyn- 
delsespunktet og altsaa ti! alle Punkter paa samme 
Side af Linien som dette. 

For yderligere at tydehggjøre denne vigtige Theori, 
ville vi anvende den til at bevise den bekjendte Sætning, 
at Summen af Perpendikulæreme paa Siderne fra et 
vilkaarligt Punkt i en ligesidet Trekant er lig Højden. 
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Yj lægge Koordinatsyste- 
met som Figui'en viser og 
/\ have da, idet Siden er ra, for 

de tre Sider L^ningeme: 
y = 0; y^ætg^Q'^x^Z; 

"1 " eller under Normalform 

Sætningen forudsætter, at Afstandene for et Punkt 
inden i Trekanten regnes positive, og man raaa derfor 
vælge Liniernes positive Sider mod Trekanten eller, for 
hver af dem, mod den modstaaende Vinkelspids, Nu 
giver den første Ligning Afstanden til B positiv, den 
anden giver Afstanden til A og den tredje Afstanden 
til O negative. Man maa derfor forandre Fortegn i (te 
to sidste, saa at man bruger Fomierne 

der give Afstandene til et Pnnkt {x„y,) 

3" 2 ' 2 

hvis Sum er lig Højden. Vi se tillige horved, at Sæt- 
ningen gjælder, hvor end Punktet ligger, naar man 
lader dets Afstand fra enhver af Linierne skifte Fortegn, 
idet det passerer Linien. 

18. Den Linie, der halverer Vinklen mel- 
lem to givne Linier. 

Lad a = O og ;3 = O for Kortheds Skyld betegne 
Ligningerne for de givne Linier under Normalform. 
Ligningerne tænkes skrevne saalede?, at deres sidste 
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Led er positivt, saa at allsaa Begyndelsespunktet har 
positiv Afstand fra begge Linier. Afstandene til et 
vilkaaiiigt Punkt fra de to Linier ere da « og ^, naar 
de i disse Udtryk forekommende x og y betegne 
Punktets Koordinater. 

For ethvert Punkt i Halveringslinien ore disse Af- 
stande numerisk lige store, saa at man for ethvert 
saadant Punkt har 

„~/3=o eller a + ^S =0. (30) 

Den første af disse Ligninger tilhører den af Halverings- 
linierne, der ligger i den Vinkel, som indeholder 
Begyndelselsespunktet, thi for ethvert Punkt i 
denne Virdcel ere, lige som for Begyndelsespunktet, Af- 
standene positive. Den anden Ligning tilhører den 
Linie, der halverer Nabovinklen. 

Ligger Begyndelsespunktet i en af Linierne, luaa 
man benytte et andet Punkt. 

Som Exempel ville vi søge Centram for den ind- 
skrevne Cirkel i Trekanten med Vinkelspidserne (0,0), 
(2,3) og (5,1). 

De tre Siders Ligninger ere 
3x—2y = 0; 3^ — 5?/ = O og 23^ + 3?/ — 13=0, 
der under Normalform, naar alle Afstande regnes posi- 
tive mod Trekanten, blive 
Sx — 2y _^ 5y — a^ _^ — ?f_~ A^;'. +J^ _ o 
VIS ' 1'26 ' ! 13 

HalveringslJnierne faa da Ligningerne 
(3V'2+1)3^ = (5+2V2)!/, (2V2-l)3;+(5+312)(/ = 13l'"2' 

5.r + j/ ^ 13, 

af hvilke to give Skæringspunktet eller det søgte Gentrani, 

- _ ^ - ' 2 _ 5 2—4 
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26. Hvor stor or Vinklen mellem Liuierue 2æ + 3y = l 
og 3ii~2j/= 1? 

27. Find Ligningen for ea Linie gjennem Begyndelses- 
punktet og vinkelret paa Linien ax -^ by ^= c. 

28. Find Ligningerne for de tre Højder i Trekanten i 2. 

29. Hvor store ere Højderne i Trekanten i 2, og tvor 
stort er Trekantens Areal? 

30. Hvor stort er Arealet af en Trekant, hvis ene 
Vinkelspids ligger i Begyndelsespunktet, medens de 
to andre ere (o, b) og (a, ,bj? 

31. Bevis, at ethvert Punkt i en Linie, der staar vinkelret 
paa Midten af en given Linie, har lige store Af- 
stande fra denne Linies Endepunkter. 

32. Hvor stor er den spidse Vinkel mellom Linierne 
2i 4- 3y = 1 og Sæ -L 2y ^ 1 ? 

19. Betingelsen for, at tre rette Linie r 
skære hverandre i ét Punkt, findes, iiaar man søger 
Skæringspunktet for de to Linier og indsætter dets 
Koordinater i Ligningen for den tredje; Betingelsen 
er altsaa, at man ved Elimination af a; og «/ mellem 
de tre Ligninger skal komme til en Identitet. Saaledes 
skære de tre Linier 

2a: + 3^ = 6; 6,t— 5y= 1; x + y = 2 
hverandre i ét Pvmkt, fordi man for to af dem faai' 
Skæringspunktet (1, 1), der tilHge tilfredsstiller Lignin- 
gen for den tredje, Ere Ligningerne for en Trekants 
Sider under Normalforra, idet Afstandene ere positive 
mod Trekanten, 

« = 0. ^ -= O, 7- = O, 
blive Vinklernes Halveringslinier bestemte ved 

a — /3 = 0; ^ — y^Q; ^ — « = O, 
der vise, at disse Linier skære hinanden i ot Punkt. 
Ligningerne give nemlig ved Addition en Identitet; 
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den ene kan altsaa dannes af de to andre og niaa 
derfor tilfredsstilles af det ved dem bestemte Skærings- 
punkt. 

Ere de tre Linier 

ax -rby + c =0, 

a^x -7- &,?/ + c, = O, 

«,■« +^5^ + c, = 0, 

finder man ved Eiiniination ed x o§ y 

h 



o, i. G, 



= 0, 



der altsaa i Almindelighed angiver den søgte Betingelse. 

20. Betingelsen for, at tre Punkter {x„y,), 
(^21 S's)' (^atS'a) ligge i én ret Linie, findes, naar 
man indsætter det tredje Punkts Koordinater i Ligningen 
for den rette Line gjennem de to andre; man faar ((14)) 

sj.=]n^y±zzy±. (31) 

æ, — X, Xj — æ, ^ ' 

der ogsaa strax erholdes, naar man udtrykker, at Liniens 
Stykker have sannne Retningskoefficient ((3)), 

Indsætter man 
form, faar man 



Liniens Ligning i dens Determinant- 



X, 


.V, 


1 


X, 


?/, 


i 


X 


1/2 


1 



Arealet af den ved de ti'e Punkter bestemte 
Trekant findes let, idet Længden af den ene Side er 



for at flnde Højden paa denne, bringes dens Ligning 
((14}) paa Normalform; man faar 

is — y, ) (j:. — Ji.) — (» " a^.) (! <■"?,) _ f, . 



V(3;, - 



■-,)' + (<J. 



'/,)' 
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Hejden Sindes ved i denne Lignings venstre Side at 
indsætte (x„y,) for (x^y), saa at man, idet T er Are- 
aSet, liar 

22"= (». — !(,) (I, — a;,)--(æ. -a!,) (j, — !/,) 

Æ, y, II 

, S, 1 , 

, J. l] 

der toi 2"= O gnei f>itm^cken tor, at de tre Punkter 
ligge 1 fn let Lmie 

S3 Bevis at en Trekints tre Højder skære tvevandre i 
et Pankt 

34 Bevis it Midtpunkterne if Diagonalerne i en fuld- 
atTndig firsidet Figur* Jigge i en ret Linie. 

35 Bevis at Arealet af den Tiekant, hvis Viiikelspidser 
eie Midtpunkterne if 'tiderne i en given Trekant, 
er en Ijerdedel if dennet. Areal. 

21. Liniebundtei, Lt System af Linier, der 
gaa gjennem ét Punkt, kaldes et Liniebundt. Dersom 
Punktet er (a, i), bliver Liniebundtets Ligning 

i, — h = a(x~a), (32) 

hvor de forskjellige Linier i Bundtet svare til de for- 
skjellige Værdier af a. Dersom A = i) og B = O ere 
to givne Linier, vil 

A + W^<i (33) 

være en Linie gjennem deres Skæringspunkt (Bundtets 
Toppunkt). Til forskjellige Værdier af k (Bundtets Para- 
meter) svare forskjellige Linier, men som alle høre lil 
samme Bundt. Naar en Linie i Bundtet skal bestemmes, 
niaa. h bestemmes, og der maa derfor gives en \']gen- 

*) Den tredje Diagonal er den Linie, 5er forbinder i3e 
modstaaende Siders Skæringspunkter. 
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skab ved Linien, der kan føre til en Ligning i k. Søger 
man f. Ex. Ligningen for en Linie, der gaar gjenneni 
Skæringspunktet for Linierne 

3:c -1- 2j/ -= 5 og æ + 3;/ = 4 
og gjennem Punktet (2, 3), faar man først Formen 

3.r 4- 21/ — 5 -= S (a: + 3y — 4); 
da denne skal tilfredsstilles af (2, 3), liliver 

7 = 7^; Æ = l, 
altsaa den søgte Ligning 

2x — 2/ = 1. 

22. Geometriske Steder. Vi liave set, at man, 
for at bestemme et Punkt, maa have givet saa meget, 
at man kan faa dannet to Ligninger mellem Punktets 
Koordinater og bekjendte Størrelser, For enhver anden 
ubekjendt Størrelse, som man fører ind i Regningen, 
maa man have en Ligning flere, for at man kan faa 
den ubekjendte Hjælpestørrelse elimineret. De to Lig- 
ninger give, ved at løses, Punktets Koordinater x og y, 
og dersom disse faa fiere Værdier, er der flere Punkter, 
der tilfredsstille de givne Betingelser. Hver af de to 
Ligninger, tagen for sig, er Ligningen for en Kurve, der 
indeholder de søgte Punkter, og disse bestemmes saa- 
ledes som Skæringspunkter for de to Kurver. Dersom 
man skal konstruere Punktet, konstruerer man de to 
Kurver; dog søger man først at faa de for Konstrak- 
tionen bekvemmeste Kurver, ved af de givne Ligninger 
at danne ny. 

Søge vi f. Ex. et Punkt, hvis Afstand fra Begyn- 
delsespunktet er 4, og hvis Ordinat y er Mellempropor- 
tional mellem Abscissen (c og Linien S^x, faa vi 
x^ -\-y^ = 16 og y'i = x{^ — x) eller ar'-j-J/' = ^^■ 
Den første Ligning viser, at Pmiktet ligger paa en 
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Cirkel med Centrum i Begyndelsespunktet og Radius 
4 (5), den anden, at det ligger paa en Cirkel med 
Centrum i {4, 0) og Radius 4 (5). Disse to Cirklers 
Skæringspunkter ere da de søgte. Man kunde iniidler- 
lertid ogsaa af de to givne Ligninger have dannet den 
simplere 

der viser, at man i Stedet for en af de to Cii'kler kan 
bruge en Linie, paralle! med Ordinataxen i Afstanden 2. 
Dersom man, efter at have udtrykt de givne Be- 
tingelser ved Ligninger, og efter at have elimineret de 
ubekjendte Hjælpestørrelser, kun faar én Ligning mellem 
et Punkts Koordinater, kan Punktet ikke bestemmes, 
men faar et geometrisk Sted, hvis Ligning netop 
er den fundne. Vi ville som Exempel herpaa søge det 
geometriske Sted for Midtpunkterne af Rektangler, ind- 
skrevne i en given Trekant. 

Vi lægge Koordinatsystemet og betegne Koordina- 
terne som Figuren viser. Idet vi have givet Firkantens 
Vinkelspidser parvis ens Or- 
dinater eller ens Abscisser, 
have vi allerede udtrykt, 
at Figuren er et Rektangel, 
hgesom vi ved Ordinaterne 
O have udtrykt, at de to 
Vinkelspidser ligge i Tre- 
kantens Grundlinie; tilbage 
have vi at udtrykke, at (0, 0), 
{?.'?) og (a„h,) ligge i en 
ret Linie, at (ts, 0), {?,, )j) og (a,, b,) ligge i en ret Linie, 
og at {x, y) er Diagonalens Midtpunkt; derved faa vi 

der, ved Elimination af f, $^ og :;, give 
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saa at det søgte Sted er en ret Linie. Da Rektanglet i 
specielle Stillinger falder sammen med Højden og med 
Grundlinien, inaa disses Midtpunkter ligge i den rette 
Linie, hvilket kan tjene som Prøve. 

Det kan hænde, at Eliminationen kan udføres, 
uagtet der synes at mangle en Ligning. Man vil L Ex. 
finde dette ved Opgaven: 

I et Pai'allelogram trækkes Linierne PP, og QQ^, 
hver parallel med t-t Sidejjir Vib at det genmftnske 
Sted for Skæring-^punktet if Limerne PQ o^ P Q et 
Diagonal i Parallel ogianmi et 

S6. I en Treliant li ger Oruudlinien tast ne 'summen 
af de andie bider er konstant hvilket er det ^eo 
metriske '^ted for let PinU i Høidens Fuilænge! e 
hyis Afstand fra fiiuniJlii lei er 1 " Pn if Sidei le 

37. Do tre feilei i en foriiderli;, trekant di ]<- sjg m 
faste P 1 ktei Ici ligge i en ret I mie medens de 
to Vinkelspilsei gjemenlole ^ vne rette Linier find 
dot geumetriske stel f ien tredje \inkelipids 

38. I eu Trekant trækkea en vilkaarlig Linie paialle! 
med den ene SiiJe og hvor den skæiei de to andre 
Sider, oprejses Lnei vir kelrette paa d ise find 
det ge meti ke Stel f r le ^iik li tt Skærme 
punkt. 

39. Find det geometiiske bted t i ie Punkter h^oifn 
et Stjkke if Absusseaien fia BegjndPhe^p i iktet 
til Punktet (o 0) ses under en let Vinkel 

40. I en Tiekant ABt ^øges Stedet foi Sk'eringspunktet 
af Lin eme 4a og Ib det a og lele de to bider 
i samme Forhold. 

41. Vis at Ligningen 

{ak -\-b)3! + {a,k -!- & J y + a,ft -f 6, =-= O, 
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hvor /.■ er variabel, repræsenterer et Liinebuudt, og 
bestem Bundtets Toppunkt. 

42. Hvilkeii er Ligningen for et Liniebundt med Para- 
meteren K naar de henholdsvis til k :^^ 0. k =^ <x> 
og i = 1 syaronde Linier ere 

^4.^ + 7 = 0; 3æ+5!/ + l = 0; 2æ + 3;/+4 = 0. 

43. Hvilke Linier i det ovenfor bestemte Bundt have 
Afstanden 5 fra Begjndeisespnnktet? 

44. Af en Pigur konstrueres en »y Figur saaledes. at 
der til ethvert Punkt (æ, y) af den første svarer et 
Punkt (ii^,y,) af den anden, hvor 

æ, = aæ + fty; !/, =^ "i^ + ^i!/! idet ufi, — a,6 ^= 1. 
Bevis, at de to Figurer have samroe Areal. (Bevis 
føret, at Sætningen gjælder for Trekanter). 

23. Den rette Linie er, ligesom Punktet, bestemt 
ved to Betingelser, idet disse give io Ligninger til Be- 
stemmelse af de to Konstanter i den rette Linies Ligning. 
Dersom man kun hav givet én Betingelse, kan kun den 
ene Konstant bortskaffes, og man faar da en Ligning 
med én Konstant, der gjælder for alle de Linier, der 
opfylde den givne Betingelse. Linierne danne et Linie- 
system, og til hver enkelt Værdi af Konstanten svarer 
en Linie i Systemet. Tænkes Konstanten eflerhaanden 
at gjennemløbe alle sine Værdier, vil Linien gjennemløbe 
alle sine Stillinger og under denne Bevægelse stadig 
røre en vis Kurve, som kaldes Liniens geometriske 
Sted (Enveloppe). I specielle Tilfælde kan denne Kurve 
gaa over til et Punkt, og Systemet er da et Liniebundt. 
Søge vi f. Ex, en Linie, hvis Afstand fra Begyn- 
delsespunktet hai- en given Længde r, faa vi 

X cos o.-\-y sm a -|- r — O, 
hvor a er den ubestemte Konstant. Enhver Linie i 
Systemet rører en Cirkel med Centrum i Begyndelses- 
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punktet og Radius r, og denne Cirkel er saaledes Li- 
niens geometriske Sted. 

24. Dersom Systemets Ligning er lineær 
med Hensyn til Konstanten, er Systemet et 
Liniebundt. At Ligningen er lineær med Hensyn 
til Konstanten ft vil nemlig sige, at den ban skrives 
under Formen 

A-\-kB--^0, 
hvor A og B ere lineære med Hensyn til x og y. 
Enhver Linie i Systemet gaar allsaa gennem Skærings- 
punktet for Linierne ^ = O og B = O, 

Søge vi f. Ex. en Linie, der af Aserne afskærer 
saadanne Stykker p og q, at 

1 , 1^_1 

hvor a er en given Linie, have vi kun denne ene Lig- 
ning til Bestemmelse af j) og ^ i den almindelige Lig- 
ning for den rette Linie 

P 9. 
Eliminere vi q, faa vi Systemets Ligning 
a (a; — )/) -H i* (j/ — a) = O, 
der viser, at Systemet er et Bundt gjennom Skærings- 
punktet af Linieme 

X — ,^ = 0; y — ([ = 0, 
altsaa gjennem Punktet (a, d). 

25. Sammensatte Kurver. Dersom ^=0, 
B = O, C -= O , . . ere Ligningerne for flere Kurver, vil 

^BC... = 
være Ligningen for aJIe disse Kurver, tagne sammen 
som en. Ligningen tilfredsstilles nemlig ?if ethvert 
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Punkt, der gjør en af Faktorerne A,'B,C... til Nul, 
og den tilfredsstilles ikke af andre Punkter, da intet 
Punkt kan gjøre Produktet til Nul, uden at gjøre en 
af Faktorerne til Nul. 

Medens aaaledes den rette Linies Ligning altid er 
af første Grad, kan en højere Grads Ligning svare til 
et System af flere rette Linier, nemlig naar den ordnede 
Lignings venstre Side kan opløses i Faktorer af første 
Grad. 

Dette kan altid finde Sted, naar Ligningen er ho- 
mogen med Hensyn til x og y. En saadan Ligning kan 

nemlig altid tænkes løst med Hensyn ti! - og svarer 
dei-for til saa mange rette Linier gjennem Begyndelses- 
punktet som - har Værdier. Til de imaginære Rødder 

svare imaginære Linier, der ikke have nogen geometrisk 
Betydning; man tæller dem dog med, for at faa almen- 
gyldige Sætninger. Har man f. Ex. Ligningen 

y* 4- axy -I- bx^ = O, 
faar man 



altsaa to rette, reelle, sammenfaldende eller imaginære 
Linier gjennem Begyndelsespimktet. 

Skrives Ligningerne 

y = xtgv og y = xtgv^, 
har oian tg w . (^ «, = &, altsaa Linierne vinkelretio paa 
hinanden for & = — 1, 

Enhver imaginær Linie indeholder for Piesten et reelt 
Punkt, thi dens Ligning har Formen 
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og tilfredsstilles altsaa af Koordinaterne til Skærings- 
punktet for ^ = O og B = Q. 

For at finde, naar den almindelige Ligning at anden 
Grad 

Ax^ -f W^ + 2Cxf/ + 2Dx + 2£^ + jP = O 
tilhører et System af to rette Linier, tage vi et fore- 
løbig ubestemt Punkt (a, 6) til Begyndelsespunkt for et 
nyt Koordinatsystem, parallelt med det oprindelige. 
Kalde vi de ny Koordinater x, og ^i, ser man let, 
at man for et vilkaarligt Punkt har 

Indsættes disse Udtryk i Ligningen, faar man en ny 
Ligning 

Åx,"" -f By,'^ + 2G'x,i/, -'r ^D^x, + 2B,?/, -\- 1\ = O, 
hvor 

jj^^Aa-^Gh-^D; E, = Ca -\- Bh -^ E; 
F^ _ ^«2 _!_ BJ2 _]_ 2C(t(, .^^ 2Da + 2E& + F. 

Dersom Ligningen tilhører to rette Linier, maa den ny 
Ligning være homogen, hvis (a, h) er Lmiemes Skæ- 
ringspunkt; « og 6 maa altsaa kunne bestemmes saa- 
ledes, at D, = £, = ^, = 0. 

Den sidste Luning simpHflceres, idet man multipli- 
cerer jf), = O og £, = O henholdsvis med a og ft og 
subtraherer fra F, =0; man har da 
Åa^()h-\-I)^ O, 
Ua-{-Bb-^E^ O, 
Da-^-Eh + F^O. 
Betingelsen for at disse kunne tilfredsstifies findes ved 
Elimination af a og &, der giver 



= 0, 



A D 


C B E 


DEF 
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som saaledes er den søgle Betingelse. Ke denne opfyMt, 
fmdes Faktorerne lettest, idet man løser den givne 
Ligning som en Ligning af anden Grad med Hensyn 
to 3; eller y, idet Løsningerne da blive rationale. 
Har man f. Ex. 

yi j^ Sx^ j^ ixy — 8x ~ 6y -{- 5 =- O, 
3 2-4 
hvor 2 1-3=0, 

-4-3 5 
faar man 



^ — 2a; 4- 3 



V 0—Qxy—3x'' -i- 8x—B 



Hvilken Kurve bestemraos ved Ligtiingen 

æ* — 2xytgv — y^ = 0? 

Hvilken Kurve bestemmes ved LigniDgen 

2ffl* + æy — y^ — - æ -{- 2y — 1 = 0? 

Hvilken Kurve bestemmes ved Ligningen 

y''^ — Qx^y -|- llx;/^ — Gx^ = O? 
Hvor stOT er Vinklen mellem de to rette Linier, der 
fremstilles ved Ligningen 

a,s_|_ æy — 6)/^ = O? 
Ved hvilken Ligning bestemmes de to rett« Linier, 
der iialvere Vinklerne mellem de to ved 

Ad'' -^ By''' A- 2Cxy = O 
bestemte Linier? 



§ 4. Cirklen. 

26. Ligningen for en Cirkel med Centrum 
{a,b) og Radius r er 

(x-ay + (y~-t)'~r', (36) 
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der udtrykker, at Afstanden fra ethvert PunkL i Kurven 
til Centrum er lig r. Vi have allerede tidligere betrag- 
tet de specielle Former: 

x^ -i-y^'^ ¥'■ og a:^ -(- j/^ = %rx, (36) 

svarende til Centret (0, 0) og (r, 0) (se 5). 

Enhver Ligning af anden Grad, der ikke indeholder 
Leddet xy, og hvor x'^ og */^ have samme Koefficient, 
tilhører en Cirkel, En saadan Ligning 

3,2 _j_ j,2 ^^ 2ffl3r 4- % + c = O (37) 

kan nemlig skrives 

og tilhører altsaa en Cirkel med Centrum ( — «, — '*) 
og Radius ^a^ArV'—c. 

Vi omtalte ovenfor, at man, for at faa almengyldige 
Sætninger, taler om imaginære Linier og Punkter, uagtet 
man ikke dermed kan forbinde nogen geometrisk Fore- 
stilling. Enhver Kurve faar derved foruden de Grene, 
vi kunne tegne, visse imaginære Grene, svarende til de 
imaginære Værdier af x og y, der tilfredsstille Lignin- 
gen. ' Saaledes indeholder Linien xr=y ethvert Pmikt 
(ra, a), hvad enten a er reel eller imaginær, men det er 
kun de til reelle o svarende Punkter, der ere behggende 
i Planen.*) 

Cirklen faar saaledes ogsaa sine nnaginære Grene. 
Naar Radius er imaginær, faar den kun saadanne; naar 
Radius er Nul, faar den kun ét reelt Punkt, nemlig 
Centrum. Cirklen kan i dette Tilfælde betragtes som 



*) Man tar søgt at forestille sig de ima^iicere Grens som 
liggende udea for Planen. De reelle Punktor del kunno 
tilhere en saadan Gren, ere da den- Sk<Pimg5puni.ter 
med Planen. Det er imidlertid ikke Ukkeies at _]eunQm 
fare denne Betragtning. 
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et System af to imaginære rette Linier gjennera dette 
Punkt, idet nemlig 

kan deles i 

y_J_V_l(^_„) og y-b = -V~i(x~a). 

Esp. 

50. Pind Koordinatorae til Centrum og Eadius til 
Cirklon 

i^2 _j_ jyS 5^ , ^y __ 7^ 

51. Bring Ligningen 

x^ + y^ — 2w — 4y = 20 
paa den almindelige Form for en Cirkels Ligning. 

52. Pind Ligningen for Centerlinien for Cirklerne 

æ^ -\-y^ — 2y og x^ -\- y^ = 2æ. 

53. Find Ligningen for en Cirkel, der rører begge As- 
erne i en Afstand a fra Begyndelsespunktet. 

54. Naar Koordinaterne til to Punkter [æ, y) og (f, ^) 
ere forbundne ved Ligningen 

^s + y* + «| + %^ + c? + d, = e, 
hvad bliver da det geometriske Sted for det ene 
Punkt, naar det andet ligger fast? 

55. Pind Ligningen for en Cirkel, som gaar gjennem 
Begyndelsespunktet, hvis Eadius er 4, og som har 
sit Centruni paa Linion æ = y. 

56. Bestem det geometriske Sted for Højdernes Skærings- 
punkt i en Trekant, hvis ene Side ligger fast, medens 
den modstaaende Vinkel har en given Størrelse. 

57. Kvadratet af et Punkts Afstand fra et givet Punkt 
staar i et givet Forhold til Punktets Afstand fra 
en given Linie. Bestem Stedet for Punktet. 

58. En Linie med given Længde glider med sine Ende- 
punkter i Aserne. I Endepunkterne oprejses vinkel- 
rette paa Axorne. Bestem Stedet for disses Skæ- 
ringspunkt, 

3* 
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59. Fra et Punkt i en Cirkelperiferi trækkes to paa hin- 
anden vinkelrettG Korder; vis, at dea Linie, der for- 
binder diases Endepunkter, bestemmer et Liniebnndt. 

27. To Cirklers Skæringspunkter findes, 
idet X Q% y søges af Cirklernes Ligninger. Man danner 
først ved Subtraktion en Ligning af første Grad mellem 
X og y; denne Ligning maa tilhøre Fællcsse- 
kanten, da den tilhører en ret Linie, der niaa inde- 
holde Cirklernes Skæringspunkter. Denne Linie kaldes 
Cirklernes Radikalaxe og er, som man ser, reel, 
selv om Cirklernes Skæringspunkter ere imaginære. 

Skrive vi for Kortheds Skyld Cirklernes Ligninger, 
tagne under Formen (37), som 

S = 0; S, =0, 
vil, idet h er et ubestemt Tal, 

8 + ]iS,=0 (38) 

være Ligningen for en Cirkel gjennern de givnes Skæ- 
ringspunkter. Den bliver nemlig af anden Grad, inde- 
holder ikke Leddet xy, og x^ og y^ faa begge Koeffi- 
cienten 1 4- ^- For at faa Cirklen bestemt, maa man 
have opgivet én Betingelse til, som den skal tilfreds- 
stille; denne giver da en Ligning til Bestemmelse af k. 
For k= — il gaar Cirklen over til den tidligere omtalte 
rette Linie, Radikalaxen. 

Søger man f. Ex, Ligningen for en Cirkel, der gaar 
gjennem Begyndelsespunktet og gjennem Skæringspunk- 
terne for Cirklerne 

a;s _(_ J/3 _ 3a; + 2>/ + 4 = 

og 

x^+y^ + x — Zy + 2^0, 
faar man først den fælles Ligning for alle Cirkler gjen- 
nem de to Skæringspunkter 
(1 + k) {x-" + y^) + {k—3)x 4- (2 — 3^) ?/ 4 4 4- 2fc = 0. 
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Da denne skal tilfredsstilles af (0,0), niaa man have 
ft = — 2, 
saa at den søgte Ligning bliver 

x^ + '/ + 5æ — 8y = O, 

der tilhører en Cirkel med Centrum i — -^,4 1 og Radius 

V89 
2 ■ 

De ved (38) brsleiiie fnklei -^i^es it danne el Lundt 
Op^a or 

60 Find Ligniiiseu for en firki>l ån ciai ^jennem 
Skænngspunktcm ftr f rkierne æ 4- j*' = 2 og 
•r^ -^ y ^.^ 2ir ug som skærer Cirklen c" -\- ^ = 
!/ + 2 1 to Punkter som ligge i ret Lmie med Be 
gj ndelaesp mktet 

61 BoTi^ dt de tre Eidikiia^ei for tre Cirkler skære 
lupracdie i ét Ptinkt 

62 Be IS ^t Kddik\ldierne for en fis.t Tirkel og ille 
Giiklerie i et Bundt danne et LiniBbundt 

63 Ligningerne f r fiie Mlluarl ge Cirkler ere „nn 
hvilken Betingelse mii lerea KoeiSt, entei opfylde 
nair df,t Budt der heatemmes \cd ki første og 
den inden og det Bundt dei lestenmes \ed den 
tredje og ijeiåe skuUe hi e 1 1 Oiik 1 fa,ll s 

28. Cirklen gjennem tre givne Punkter 
{<.„6,), (»„6.) og {<.„(,,)■ 

Den almindelige Ligning for Cirklen 
(a. -<.)• + (,- S)' =.r' 
indeholder tre Konstanter a, h og r, der, naar man søger 
en bestemt Cirkel, maa bestemmes ved Hjælp af de 
givne Betingelser. I det her betragtede Tilfælde faar 
man, da de givne Punkter skulle tilfredsstille Cirklens 
Ligning, 
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(«,-«)'+ (4. -»)' = f', 
(..-.f+(6.~4)= = r', 
der tjene til Bestemmelse af a, b og *■. 

Vi ville ikke her udvikle de sammensatte Udtryk 
for de ubekjendte, men vise, hvorledes man af Lignin- 
gerne kan udlede den søgte Cirkels geometriske Kon- 
struktion. Man faaj' ved Subtraktion de to ny Lig- 
ninger 

(«,— «J[2a— (ai+oJ]4-(6,— !',)[26— (^, + 6,)] = 0, 
K— «JC2o-{«,+Mj] + (6, — &,)[26-(&,+ ('.)] = 0. 

Disse to Ligninger bestemme Centrums Koordinater, 
og hver af dem, taget for sig, angiver derfor et geo- 
metrisk Sted for dette Punkt. Man ser let, at den 
første Ligning tilhører en ret Linie gjennem Punktet 

i ' T^ — -, — — ^ — '-\ og vinkelret paaLiSien fra (dj, 6,) 

til (ttj , &,), altsaa Perpendikulæren paa Midten af denne 
Linie. Den anden Ligning har en lignende Betydning, 
og man har saaledes af Ligningerne udledt den be- 
kjendte Konstruktion. 

64. B'ind LigDingen for en Cirkel gjonnem Punkterne 
(1,2), (1,3) og (2,5). 

65. Find Ligningen for en Cirkel, der gaai g'jeunom 
Bogjndelsespunktet og gjennem Skæringspunkterne 
for to givne Cirkler. 

66. Giv den almindelige Ligning for en Cirkel gjennem 
tre givne Punkter under Determiaautform. 

29. Skæring mellem en ret Linie og en 
CirkeL Tangenten. 

Man har to Ligninger til Bestemmelse af Skærings- 
punkternes Koordinater. Vi ville her kun betragte 
Cirklen med Centrum i Begyndelsespunktet 
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x'' + i/ = r^ 
og tage Ligningen for den rette Linie under Norraalform 
xeosa-\- ysma4-p=- 0. 
Af disse faas ved Elimination af y 

x^ -{- 'ipxcos a. -\- p'^ — r'^ sin'^ « = O, 
hvoraf 

x= —p cos a± sin aVr' — p^. j 
der atter giver I (39) 

y = — psma^cosa\r^ — j)^ j 
YoT p>r blive Skæringspunkterne imaginoere; for 
p^~r blive de sammenfaldende, Linien altsaa Tangent 
til Cirklen. Tangentens Ligning bliver derfor 

X cos a -^ y sin a -\- r = O, (40) 

hvor man maa ermdre, at o, hvis Tangentens Ketning 
er given, har to Værdier, da Perpendikulærens positive 
Retning er vilkaarlig. Tangentens Røringspunkt er be- 
stemt ved 

a;, = — pcosa; y, = — psina. 
Radius til dette Punkt faar Ligningen 
æsina — y cosa^O 
og er altsaa vinkelret paa Tangenten. ((21)). 

Multiplicerer man Tangentens Ligning med p, og 
indføres æ, og y,, faar man en anden Form 

^a:, +røi="»'S (41) 

hvor Konstanterne ere forbundne ved Ligningen 

30. Tangenten fra et Punkt (a,&). Polaren. 
Tangentens Ligning maa tilfredsstilles af (a, b), saa at 
man har Ligningerne 

ax^ + by, = r'; æ' -{-y'^r- 
til Bestemmelse af Røringspunktet. Ved Elimination af 
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den ene ubekjendte faar man en Ligning af anden 
Grad, ved hvis Løsning der under Rodtegnet kommer 

o2 -1- J8 _ r\ 
saa at man kan trække to Tangenter, der falde sammen, 
naar a^ + h^ =^ r^, altsaa naar Punktet ligger i Cirkel- 
periferien, og som blive imaginære, naar a^ + h'^<r'', 
det vil sige, naar Punktet ligger inden for Periferien. 

De to Ligninger tilhøre, som vi vide, naar de tages 
hver for sig, geometriske Steder for Røringspunkterne; 
den anden tilhører Cirklen og den første en ret Linie, 
som, da den indeholder Røringspunkterne, 
maa være Røringskorden eller, som den kaldes. 
Polaren til Punktet («, 6), der da kaldes Polen. 
Polaren, der altsaa har Ligningen 

ax-friy^ r^ (42), 

er en reel Linie, selv om Røringspunkterne ere imagi- 
nære. En vilkaarlig ret Linies Ligning 

kan skrives 

og man ser da, ved Sammenligning med (42), at Linien 

. C ' "C )- 

67, Find Koordinaterne til Skæringspnnkteme for 
æ'^ 4- j/^ = 65 og 3æ -1- 1/ = 25. 

68. Find Koordinaterne til Skæringspunkterne for 
{æ — cy + (y — 2e)= = 25c2 og ix -l~ 3>j = 35e. 

69. Fra et Punkt i en Cirkelperiferi fældes vinkelrette 
paa to faste Tangenter og paa Eøringskorden ; bevis, 
at den sidste vinkelrette er M ellemproportional mel- 
lem de to første, 

70, Find den Ligning, der bestemmer EetningskoefBei- 
entflme til de to Tangenter fra Punktet («,,!/,). 



har Polen (-- 
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71. Hvilket er det geometriske Sted for do Punkter, 
hvorfra mau kan trække to paa hinanden vinkelrette 
Tangenter til en Cirkel? 

31. Skal man konstruere Tangenterne fra (a, 6), 
kan man bestemme Røringspunkterne ved de to geo- 
metriske Steder (36) og (42). I Stedet for Polaren bruges 
bedre en Cirkel, hvis Ligning faas ved at subtrahere 
de to Ligninger; den er 

x^ — ax ~{- y'^ -~ hy = 0; 

den har Centrum I - , -j, Radius ^Va^ 4- ^' og føl- 
gelig Linien fra Centrum til det givne Punkt til Dia- 
meter. Ved at addere Ligningerne havde man faaet en 
anden Cirkel, der imidlertid ikke er saa bekvem for 
Konstruktionen. 

32. Ligningen for Tangenten til {x„y,) kan ogsaa 
ftndes saaledes: 

Ligningen for en Cirkel med Centrum {a',,?/i) og 
Radius c er 

{x — xy + iij — yy^c^ 
elier 

subtraheres denne Ligning fra den givne Cirkels Ligning, 
faar man Ligningen for de to Cirklers Radikalaxe: 

der, naar c aftager mod Nul, gaar over til Tangentens 
Ligning. 

33. Naar et Punkt {^,,J/,) ligger paa Po- 
laren til et andet Punkt (a;,,^,), saa ligger det 
andet Punkt ogsaa paa det første Punkts Polar. 

Betingelsen for, at {x^,y^) tigger paa Polaren til 
(æ^, j/,), er nemlig 
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som ogsaa bliver Betingelsen for, at (»^,,;/,) ligger paa 
Polaren til {x^^y,). 

Denne Sætning kan ogsaa udtrykkes saaledes ; 
Naar Polaren drejer sig om et givet Punkt, 
gjenneniløber Polen dette Punkts Polar, og 
omvendt. 

34, Vi ville her gjøre en almindelig Bemærkning, 
der er af Vigtighed for Løsningen af Opgaver. Opgaver, 
i hvilke man har at gjøre med Skæringspunkterne for 
en ret Linie og en Cirkel (eller anden Kurve), falde i 
to Grupper: saadanne, hvor hvert Skæringspunkt giver 
sin Løsning, og saadanne, hvor Skæringspunkterne spille 
samme Rolle i den samme Løsning. I det førete Til- 
fælde maa man løse den Ligning, der tjener til Bestem- 
melse af Skæringspunkterne, medens man i det andet 
Tilfælde kan undgaa denne Løsning, thi da Skærings- 
punkterne spille samme Rolle, maa deres Koordinater 
indgaa symmetrisk i Udtrykkene og kunne da bortskaffes 
ved de bekjendte Relationer mellem Ligningens Rødder 
og dons Koefficienter. Vi ville tydeliggjøre dette ved 
at bevise Sætningen: 

En vilkaarlig Linie gjennem Polen Å skæ- 
rer Polaren i B, Cirklen i C og i). De fire 
Punkter ligge harmonisk. 

Lad A, B, C og D henholdsvis have Abscisserne 
a, a„æ, og x^. Man skal da bevise, at 



eller 

en Ligning, der er symmetrisk med Hensyn til x, og x,, 
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hvilket kunde forudses, da der ikke er noget, der ud- 
mærker det ene Skæringspunkt med Cirklen fremfor 
det andet. Tænkes Abscisseaxen lagt gjennem A, bliver 
Ligningen for en vilkaarlig Linie gjennem dette Punkt 

hvis Skæring med Poiaren ax ^ r^ giver »,= — . Skæ- 
ringen med Cirklen bestemmes ved 

(1 + a=)æ^ — 2aaH 4- K^a^ — r' = O, 
hvoraf 

2a^a __ a^a^—r^ 

^. + ^» = 14;V' ^'■^=-"1+"«^"' 

der tilfredsstille Betingelsesligningen. 

36. Potensen af et Punkt med Hensyn til 
en Cirkel betyder Produktet af de Stykker, som Cirklen 
afskærer paa en Linie gjennem Punktet, Stykkerne reg- 
nede fra Punktet. Lad Punktet være (a, 6), Ligningen 
(or den rette Linie 

og Abscisserne til dens Skæringspunkter med Cirklen 
Æ, og X,; man har da {{3)) Potensen 

i>(», 6) _(1 +.■)(«-»,) (.-«,), 
hvor æ, og X, bestemmes ved Ligningen 

x''+{b-\-a{x-~ a)Y — »-2 = 0. 
Da Koefficienten til x'^ her er 1 -|- «', kan venstre 
Side skrives 

(l + a')(x-x:)(x~x,), 
der viser, at man blot behøver at sætte o for a; i Ud- 
trykket paa venstre Side af Lighedstegnet for at faa 
det søgte Udtryk, 

P(fl, b) = a^ + b^ - »-^ (43) 

Potensen er altsaa uafhængig af a, det vil sige, 
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den bliver den samme for alle Linier gjennem («, b), 
positiv for Punkter uden for, negativ for Punkter inden 
for Cirklen, Naar SkEeringspunkterno falde sanmieii, 
bliver Linien Tangent til Cirklen, og Potensen bliver 
Tangentens Kvadrat. Det fundne Udtryk viser, at Po- 
tensen er Kvadratet paa Punktets Afstand fra 
Centrum minus Kvadratet paa Radius; man 
faar derfor for Cirklen 

Pia, b)^{a — a,y + {i - b,y — r^ (44) 
saa at Potensen af et Punkt med Hensyn til en 
vilkaarlig Cirkel findes ved at indsætte Punk- 
tets Kordinater for æ og 1/ i venstre Side af 
Cirklens Ligning (skreven med Koefficienten 1 for 
x^ og i/^ og med Nul paa højre Side). Man kan for 
Resten bevise denne almindelige Sætning paa samme 
Maade, som vi ovenfor beviste den specielle, 

36. Vi kunne nu se Betydningen af Tallet k i 
Ligningen (38) 

S + AS', = O, 
der, som vi have set, tilhører en Cirkel gjennem Skæ- 
ringspunkterne af Cirklerne jS = O og S, =0- Lignin- 
gen kan nemlig skrives 

S: S, = — h 
hvor de i 5 og &', forekommende x og i/ tilhøre et 
vilkaarligt Punkt i Cirklen (38). S og iS', udtrykke da 
dette Punkts Potenser med Hensyn tii de to Cirkler 
S^O og S, =0, og Ligningen udtrykker, at Forholdet 
mellem disse Potenser er det samme for alle 
Punkter i (38). Specielt se vi, for h^ — 1, at to 
Cirklers Radikalaxe er det geometriske Sted 
for de Punkter, der have samme Potens med 
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Hensyn til Cirklerne, eller for de Punkter, hvor- 
fra man kan trække lige store Tangenter til 
de to Cirkler. 

37. Søge vi Ligningen for Polaren til Punk- 
tet (m,n) med Hensyn til den vilkaarlige Cirkel 

(«-«)» + (j-6)'_r«, 
kunne vi tænke os to ny Koordinataxer, parallele med 
de oprindelige, men igjennem Centrum. Betegne vi 
Punkternes Koordinater med Hensyn til dette System 
ved mærkede Bogstaver, faa vi som Polarens Ligning 

a^m' + y'n' =• r^ ; 
nu er imidlertid 

a;'=.3! — a; »rø'^m^a; y' == p — ''; n' = n — h, 
saa at den søgte Ligning bliver 

(x~a)im^a) + (y^}>){n-b) = rK (45) 
Heri indbefattes Tangentens Ligning som specielt 
Tilfælde, idet Punktets Polar bliver Tangent Ul Punktet, 
naar dette falder paa Periferien. Man maa da erindre, 
at i dette Tilfælde ere Punktets Koordinater forbundne 
ved Ligningen 

(m — ay + {n — hy = r^ 

72. Find det geometnste Sted for de Punkter lnorfra 
en given Linif ses iindei en fruen ^inliel 

73. rind det geometriske Sted for de Punkter Ims 
Afstande fra to ^nno Punkter staa i et givet For- 
hold. 

74. En Lime drejer 'ng om et fast Punkt O meden=! 
den^ indet Fndppimkt i gjcnnemløber en ret LiuiG, 
find dot gpometnske '?ted for et indet Punkt a i 
Limen, naar 04 Oa er konstant 

75. I en given Onkel iftættes fra Centium " ud id ou 
\ilkiarlig Eadms 04 rt stykke OM, lig Kadiens 
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Pr jektun lai en fi'it Diimft i finl d t pomptri 
ske '^ted fii 1/ 

Find det ^poraetnste Mel f r et Pmkt hus Ifstxnd 
fri biundlinien i en litiebtnft Tii'kiiit ei Mcll ni 
proporhoml mtllera Afstandei e fn Benene 1 \fst^n 
dene josilne mod Trekanten) 

Find det geometnsle Sted fni det Punkt tor li\ilket 
Summen af K\ ad raterne af Afstiidene frt t fiste 
Punkter er konstant 

Fmd det geometriske Sted f r de tunktei hvcifra 
Tangenterne til to gnne firklei stia i et -,net 
Eorh Id 

Pe^is at 1 en Tiekant ligge Centrum foi den cm- 
skrevne Orke] Medianernes Ska.nngspUEkt og Høj 
dernes Skæimgspunkt i en ret Linie 
Bevis ■^t Kvadratet af Tangenten fra et Punkt af 
en Oirkel til in -inden Cirkel btaar i et k nbtant 
Forhold til Puiktots, Ifstind fra Cirkleinos Ralikil- 
aie 

En retvinklet liekdnt })0\æg r i,, nel Hypotenusens 
Endepinkter pai Aserne find det geometnsle Sted 
foi Toppunktet af den lette Vinkel 
Find det gcometiiskc Sted for Midtpunkttrae if 
Kordei yennem pI i,\et Punkt 
En Kirde ses fia ci gnet Pinkt unlai pu let 
\ink6l tind det geometriske Sted for det Punkt 
der deler Korden i to Stykker kvia Mellomp rop Jrt o 
nil er Punkteta Afstind fri det g vno Punkt liv Ike 
Punkter at Koidtn haie denne Egenskab' 
. Gicnnem et fist Punkt af en Diameter trækkes en 
Korde bvis Bndepinktfr foibindes med Biametiens 
ene En lej unit be\ s it F rbindels(.i,limeine afsnoie 
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Stjiiker af Taugenten til Diamctrens andet Ende- 
punkt med konstant Prodakt. 

Fra to Punkter A og B isslåes de vinkelrette AP og 
BQ, fra hvert Punkt paa det andet Punkts Polar 
med Hensyn til en Cirkel med Centrum O; bevis, at 
OA:AP = OB:BQ. 

Bestem Lighedspunkterne for to yilkaavligo Cirkler 
og bevis, at de tre ydre Lighedspunkter for tre 
Cirkler ligge i en ret Linie. 

Find Ligningen for den Cirkel, der er indskreven i 
den Trekant, hvis Vinkelspidser ero{0,65), (—10,-15) 
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Gj nnum Midti nnktet O af en Eorde trtkk to 

aidre Kordei AB ig 01) lens %t IC o BD kære 

Korden i samme Afbtand fri O 

Find Stedet foi Ceitrerne af do Cirkler dei skære 

to gune firklei i Iwmetralt modsitte Punktoi 

To Cirkler a'^i g]eniem Bo„jn lelse^punktet g liavp 

Cpntiorne lienhollsMS i x Åxen og / isen Fini 

Stedet foi deres fælles Tangenters Skæi ngspunkt 

Jind Stedet for de Punkter iii h ilke to givi u 

Cirkler ses undei l^e stoie Vinkler 

To Cirbler indeholde hier sit qivnc lunkt ^ hi\e 

en given Kadikilase Fmd Stedpt for den ene Cirkels. 

Centrum niar den inden Cirkela tentium beskiiver 

en ret Lime 
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§ 5. Parablen. 

38. Vi ville søge det geometriske Sted for 
Punkter med samme Afstand fra et givetPunkt 
F og en given Linie L. 

Vi lægge Abscisseaxen gjennem F, vinkelret paa L, 
og betegne dens Skæringspunkt med L ved G. A, der 




er Midtpunktet af FG, tages til Begyndelsespunkt. Lig- 
ningen for L bliver da, idet vi sætte Gi*'=^p, 

.r+*-0, (46) 

medens Koordinatenie tii F ere ^ og 0. Afstanden 
fra L til et vilkaarligt Punkt (,«, ?/) er da x + ^, me- 



F er V(^-^) + »/^. 



dens Afstanden fra Punktet til 

I Følge den givne Betingelse skulle disse Afstande være 
lige store, hvorved man faar som Ligning for det geo- 
metriske Sted 
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y"^ = P^'- (47) 

Denne Ligning har ingen af de tidligere undersøgte 
Former og maa derfor tilhøre en ny Kurve. Man kalder 
denne en Parabel, f dens Brændpunkt, L dens 
Ledelinie og A dens Toppunkt, p kaldes Para- 
metren. Den er to Gange Ordinaten i Brændpunktet; 

thi denne bestemmes ved y^ =j) . ~, altsaa «/ = d= ^, 

Linien fra F til et Punkt M af Kurven kaldes Brænd- 
straalen til Punktet; da den er Ug Punktets Afstand 
fra Ledelinien, udtrykkes den ved 

i'W = .T + ^. (48) 

Af Ligningen (47) kunne vi faa en Forestilling om 
Parablens Figur, x negativ giver y imaginær, saa at 
Kurven ligger helt paa de positive Abscissers Side; 
ic = O giver ^ -= O, saa at Kurven gaar gjennem Be- 
gyndelsespunktet; til hver Værdi af x svare to Værdier 
af «/, der ere numerisk lige store, men med modsatte 
Fortegn, saa at Kurven deles symmetrisk af den for- 
længede jFG, der kaldes dens Axe; naar x voser uden 
Grænse, voxer y ogsaa uden Grænse. Kurven er altsaa 
aahen mod X og sender sine to symmetriske Grene i 
det uendelige, saa at de fjærne sig mere og mere fra 
Asen. Jo mindre p bliver, desto mere nænne de to 
Grene sig til x*-Axen; jo større j> bliver, desto mere 
nærme de sig til ?/-Axen. Dersom man tog p negativ, 
kom Parablen tii at vende til den modsatte Side, 

Kurven kan kun tegnes kontinuert ved nye Apparater, 
der dog ikke have faaet nogen Betydning ; man kan ved 
Passer og Lineal finde saa mange Punkter af den, som 
man vil, og forbinde dem paa fri Haand. Saaledes 
viser Ligningen, at man kan finde det til et vilkaarligt 
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X svarende y ved at søge MellemproportionaJen mellem 
den givne Parameter og x. Man kan ogsaa benytte 
den givne Definition og bestemme Punkter, der have 
en vilkaarlig valgt Afstand baade fra F og fra L. 
Punktet bestemmes da ved to geometriske Steder, nemlig 
en Cirkel om F og en ret Linie, parallel med L og i 
en Afstand derfra lig Cirklens Radius. 

39. Betegner man en Linie fra Begyndelsespunktet 
til et Punkt af Kurven ved r, dens Vinkel med Axen 
ved »;, har man 

x=-v cosv; y = r sin v, 
altsaa, ved at indsætte i Kun'ens Ligning, (foruden *- = 0) 

r=''?i^. (49) 

En anden Parabel med samme Toppunkt og Axe og 
med Parametren P afskærer af den samme Linie fra 
A et Stykke 

Heraf faas 

R:r^P:p, 

saa at de to Parabler afskære proportionale Stykker 
af alle Linier gjennem deres fælles Toppunkt. Kurver, 
der have denne Egenskab, kaldes ligedannede, og da 
P og p eie vilkaarlige, blive saaledes alle Parabler 
ligedannede.*) 

40. En Korde, der forbinder to af Parablens Punkter 
{■^11 y,) og {^a,y,), danner med X en Vinkel d, bestemt ved 



*) Paa samme Maade ses, at enhver Ligning, der er homo- 
gen med Hensyn til x, y og p, giver ligedannede Kurver, 
naar p (Parametren i videre Forstand) varierer. 
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eiler, idet Ordinaten til Kordens Midtpunkt kaldes j?, 

tsv^S. (50) 

Heraf ses, at det geometriske Sted for Midt- 
punkterne af et System af parallele Korder er 
en ret Linie, parallel med Axen. Dersom nemlig 
Kordernes Vinkel med X er «, bestemmes Midtpunktet 

for enhver af dem ved j; = nj~f saa at alle Midtpunk- 
terne lig^e paa Linien 

Denne Linie kaldes Kordesystemets Diameter; den 
afhænger alene af Kordesystemets Retning, og omvendt, 
naar Diametren er given, bestemmes let det dertil hø- 
rende Kordesystem ved Regning eller Konstruktion. 

41. Dersom de to Punkter rykke sammen til ét, 
falde de begge sammen med Kordens Midtpunkt, og 
Linien gjennem Punkterne bliver en Tangent med dette 
Midtpunkt til Røringspunkt. Tangentens Retning be- 
stemmes altsaa ved 

ij.-i, (52) 

idet (f, !j) er Røringspunktet; dens Ligning bliver da 

eller, idet i;^ =pt^ 

2,,ri=p{x+^). (53) 

Ønsker man Tangenten bestemt alene ved dens 
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Retning, elimineres | og ;j \eå Hjælp ai (52) og 

man faar derved 

y ^xtqv-i- -r~—. 
Ordnes denne Ligning nied Hensyn til tgv, t'aar man 

der viser, at man fra et givet Punkt (æ, y) kan trække 
to Tangenter, hvis Retningskocfficienter have Summen 

^ og Produktet £. 

42. Dersom (f, ij) er et vilkaarligt Punkt, bliver 
(53) Ligningen for deis Polar. Dette bevises ganske 
som ved Cirklen (se 30). 

43. En Linie, vinkelret paa en Tangent til en 
Kiurve i Røringspunktet, kaldes en Normal. Normalen 
til (?,^) bliver ((36)) 

y~ri^-^~^{.:~i). (54) 

Ere r og JS Axens Skæringspunkter henholdsvis 
med Tangent og Normal, faar man deres Abscisser be- 
stemte ved i Ligningerne (53) og (54) at sætte «/ = O, 
hvorved man faar 

^r=-^, ^K-f+|. (56) 

Endvidere haves, Idet P er Projektionen af M paa Axen, 

4 
altsaa 

PT=PA-^AT= — 2^; PK = P/l + XR-=-^. (56) 
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PT og PR (reguedo med Fortegn) katdes henholdsvis 
Subtangent og Subnormal. Den sidste ef, som 
(56) viser, konstant. 
Endvidere 

FT=-\^ + ^; FE = ^-^^ = FM, (57) 

saa at Punkterne 2", K o^ M ligge t samme Af- 
stand fra Brændpunktet. 

Denne Egenskab benyttes, naar man vil trække en 
Tangent eller Normal til M. En Cirkel gjennem M 
med Centrum i F skærer nemlig Axen i T og it. 

44. Tangenten halverer Vinklen mellem 
Brændstraalen og en Linie gjennem Rørings- 
punktet, parallel med Axen. 

Man har nemlig, idet Q er Projektionen af M paa L, 

Z^QMT= Z_MTF, men da FT ^ FM, er 
ZMTF= ITMF, altsaa /_ QMT= /_TMF. 
Da QMF er ligebenet, ses heraf, at Tangenten 
er vinkelret paa Midten af FQ, saa at Ledelinien 
er det geometriske Sted for det med Brænd- 
punktet m. H. t. Tangenten symmetriske Punkt 
og at det geometriske Sted for Brændpunktets 
Projektion paa Tangenten (Midtpunktet af FQ) 
er Toppunktets Tangent. Vi ville ogsaa søge 
dette Sted ad anaJytisk Vej, da Regningen frembyder 
et lærerigt Exempel. 

Tangentens Ligning er 

hvor 

Den vinkelrette fra Brændpunktet faar Ligningen 
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Da det søgte Punkt er Skæringspunkt for de to 
rette Linier og altsaa maa tilfredsstille deres Ligninger, 
faas det geometriske Sted ved at eliminere | og :? 
mellem de tre Ligninger; man faar af de to sidste 
^ -rPl_. e^ Pf 

'^H-D' "4-!-)"' 

som, indsat i den første, efter Reduktionen giver 

"(y' + {"-&) = "■ 

Man ser, hvor vigtigt det er, ikke at bortkaste 
Faktoren æ, da x = netop er den søgte Løsning. 
Man faar imidlertid tillige 

der ikke tilfredsstilles af andre reelle Punkter end 
Brændpunktet. Denne Del af det geometriske Sted 
hidrører fra imaginære Tangenter, som man paa Grund 
af vore almindelige Formler ikke kan undgaa at faa 
med i Regningen. Blandt disse ere Tangenterne fra 
Brændpunktet, der, skjønt de ere imaginære, maa give 
et reelt Punkt, nemlig selve Brændpunktet, der maa 
blive sin egen Projektion paa en Linie derigjennem, 
hvad enten Linien er reel eller imaginær. 

De ovenfor fundne Egenskaber ved Tangenten lede 
til en Konstruktion af Tangenten gjennem et givet Punkt 
K uden for Kurven. Da Tangenten er vinkelret paa 
Midten af FQ, maa en Cirkel om K som Centrum og 
gjennem F skære Ledelinien i Q; en Linie, vinkelret 
paa Midten af FQ, er da den søgte Tangent; dens 
Skæringspunkt med en Linie fra Q, parallel med Axen, 
er Røringspunktet. Da Cirklen skærer Ledelinien i to 
Punkter Q, faar man to Tangenter, som falde sammen 
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til én, naar Cirklen rører Ledelinien, det vi\ sige, naar 
det givne Punkt ligger paa Parablen. Ligger det inden 
for Parablen, faar Cirklen intet Puntl fælles med X, 
og der kan ikke trækkes nogen Tangent. 

Skal man trække en Tangent, parallel med en 
given Linie, nedfælder man fra Brændpunktet en vinkel- 
ret paa denne og finder derved Punktet Q. 

93. Gjennem Toppunktet af en Parabel t ækkes to pai 
hinanden vinkelrette Korder bevis at den Korde der 
forlinder disses Endepunkter giar gjennem et fa^t 
Punkt. 

94. Pind dot geometriske Sted f r Sk^r ngsp ni terne af 
de Tangenter til en Parabel for hv ko a) Pro 1 iktet 
af Sinusserne, b) Produktet at Tangenserne c) Summen 
eller d) Differensen af Cotangense e it de ¥ nkler 
de danne med Asen, er konstant 

95. Til en Parabel trækkes tre Tangenter den ene 1 1 
Toppunktet; bevis, at Arealet af leii Trek nt ou 
de begrænse, er det halve f Åreilet t d n T ekt t 
som man faar ved at forbinla Eø ngspu kterno 

96. Bevis, at den Linie, der f rb der B -e dp nkt t 
med Polon til on vilkaarl g L e jennen Brænd 
punktet, er lodret paa dennf 

97. Til en Parabel trækkes tr Taugp t r Isn e e 1 1 
Toppunktet; bevis, at Højderne de f ten 1 nede 
Trekant skære hverandre i Ledel n « 

98. Bevia, at den samme Trekant? omskrevne O rkel giar 
gjennem Brændpunktet, 

99. Bevis, at i enhver Parabel er Brændstraalen 1 1 et 
Punkt lig det Stykke, aom fskær ? ji Punktets 
Ordinat mellem Asea og den Ti ge t der rer 
Kurven i Endepunktet af Ord ite jennem Brænd 
punktet. 
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100. Til et Punkt i en Parabel trækkes Normalen og en 
Brændstraale; bevis, at Normalens Projektion paa 
Brændstraalen er lig den balve Parameter. 

lOi. At konstruere en Parabel af to Punkter og Lede- 

102. At konstruere eu Parabol af to Punkter o^ Brænd- 
piiuktet. 

103. At konstruere en Parabel af to Tangenter og Brænd- 
punktet. 

104. At konstmere en Parabol af to Tangenter og Lede- 
linien, 

105. At konstruere en Parabol af en Tangent, et Punkt 
og Brændpunktet. 

106. At finde Skæringspunkterne for en ret Linie og en 
Parabel (given ved Brændpunkt og Ledelinie). 

107. At finde Skæringspunkterne for to Parabler mod 
fælles Brændpunkt. 



§ 6. Ellipse og Hyperbel. 

45. Vi søge de geometriske Steder for de 
Punkter M(x,y), hvis Afstande fra to givne 
Punkter F og F^ have henholdsvis en given 
Sum eller Differens 2a. 

Vi lægge Abscisseaxen gjennem F og F^, saa at 
FF, er positiv, og tage O, Midtpunktet af FF,, til 
Begyndelsespunkt. Vi afsætte paa Axen AO=--OA,^=a 
og betegne Forholdet OF: OA ved Tallet e. Naar FM 
og F,M begge regnes positive, maa A og A, falde 
uden for F og F, , naar det er Afstandenes Sum, inden for, 
naar det er deres Differens, der skal være 2«. I første 
Tilfælde bliver da e<l, i andet Tilfælde e> 1. 
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Vi have nu i begge Tilfælde, idet Abscisserne til 
F og F, blive henholdsvis — ea og -f- ea, 

FM^ = 1/^ + (^ + eay, F,M^ = y' ■\{x — m)S 
allsaa 

F'm — F^M.^^^eax. 
Endvidere er, idet øverste og nederste Fortegn 
svare til henholdsvis første og andet Tilfælde, 

FM±F,M'^2a, 
altsaa ved Division 

FM 1^ F,M = 2ea:, 
hvoraf 

FM = a + ea:; F,M ==±{a — ex)- 
Indsættes nu FM i Udtiykket for FM% faar man 
(ffi + exY =- !/2 + {x + eay, 
hvoraf 

y^^{l-e'){a'^x') (58) 

eller 

y'-ie^~l)ix'-a'), (59) 

hvilke Fomiler kun i Skrivernaaden ere forskjeliige. 
Vi benytte den første Form for fi<l, den anden for 
e>l. Talfaktoren paa højre Side er da i begge Til- 
fælde positiv. 
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Vi ere atter her komne ti! en Ligning af en ny 
Form; den svarer til Kurver ai' forskjellig Form, efter 
som e < 1 eller e > 1, Vi kalde Kurven i første Til- 
fælde en Ellipse, i andet en Hyperbel*); F og F, 
kaldes Brændpunkter, FM og F|MBrændstraaler, 
A og J., Toppunkter, O Centrum. AA, (2a) kaldes 
Ellipsens store Axe, Hyperblens første (transverse) 
Axe; e kaldes Excentriciteten. 

Begge Kurver deles symmetrisk af begge Koordiiiat- 
axer; thi da Ligningerne kun indeholde Kvadraterne af 
X og y, maa de, naar de tilfredsstilles af et Punkt [x, y), 
ogsaa tilfredsstilles af Punkterne ( — x, y) og (x, — i/), 
der netop ere de med det første symmetriske Punkter. 

Skæringspnnkterne med en vilkaarlig ret Linie be- 
stemmes ved en Ligning af anden Grad; der bliver 
altsaa to, der kunne falde sarnjtien til ét (Tangenten) 
eller blive imaginære. 

46, Naar to saadanne Kurver have samme 
Excentricitet, ere de ligedannede. Man faar 
nemlig af (58), idet man, som ved Parablen, sætter 
a; = r cos »,)/ — )• sin v, 



der viser, at, for e konstant, ere *■ og o proportionale. 
Vi ville nu nærmere undersøge Kurvernes Figur. 
A. Ellipsen 

47. Da f/^ og 1 — e'-' ere positive, maa a^ — x'^ 
ogsaa være positiv, x maa altsaa falde mellem Græn- 
serne + a og — a. Naar x har en af sine Grænse- 

*) Parabel, Ellipse, og Hyperbel kaldes af Ghnmde, vi senere 
komme til at nævne, med et fællea Navn Keglesnit. 
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værdier, er ^ == 0; Jo mindre (numerisk) x bliver, desto 
større bliver i/, der faar sin største Værdi for « -= 0. 
Denne Værdi af y betegnes ved 6, allsaa 

6 = a 1 rZ'e^. (60) 

De dertil svarende Punkter af Kurven kaldes ogsaa 
Toppunkter og 26 den lille Axe. 

For e^O er Ellipsen en Cirkel, nemlig y^— a^ — x^. 
I dette Tilfælde er 6 = o. Jo større a bliver i Forhold 
til i, desto større bliver Excentriciteten, desto mere 
fjæmer Kurven sig fra Cirkelfonnen, desto mere lang- 
strakt bliver den, indtil den for a — oo gaar over til et 
System af to parallele Luiier. Dette ses bedst ved at 
indføre h i Ligningen, der, idet 
6= 



1 
bliver 

,f = ~, («' ~x') eller ^J + f^ - 1, (61) 
som for a = 00 giver y = ± ft. 

48. Ordinaten gjermem et Brændpunkt kaldes den 
halve Parameter. Betegnes denne ved p, har man 

—p2 = (X — e^) (fl^ — w^e'O 
eller 

p = 2a(l~ e% (62) 

Derved kan atter Ligningen gives en ny Form 

r—lgi«'-^')- (63) 

Uagtet Kurven er bestemt ved to Konstanter, have 
vi her betragtet flre, men de to af disse kunne altid 
bestemmes af de to andre ved Ligningerne 
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Brænclstraaierne til Punktet {x, y) ere, som vi have 
set i 45, udtrykte ved 

FM^a + ex, F,M=a — €x, (65) 

der aitid ere positive. 

49. Ellipsen beskrives i Følge Definitionen, naar 
man fastgjør en Snor af Længden 2« med Endepunk- 
terne i F og F, og fører en Stift rundt, saaledes at 
den stadig holder Snoren stram; man kan ved Passe- 
ren finde saa mange Punkter i den, som man vil, idet 
man raed Brændpunkterne som Centrer beskriver Cirkler, 
hvis Radiers Sum er 2a. Det kan ogsaa gjøres ved 
over 2a som Diameter at beskrive en Cirkel og fra 



- af dennes Ordinater. Cirklens Ligning 



Åxen afskære 

bliver nemlig 

P = a^ — X% 
medens Ellipsens er 

For Punkter med samme Abscisse faar man da 



For at udføre Konstruk- 
tionen, tegner man ogsaa 
om O en Cirkel med Ra- 
dius b; skærer en vilkaarlig 
Linie fi'a O de to Cirkler i 
JV og M,, vil NM, parallel 
med Axen, dele Ordinaten 

til M, i det forlangte Forhold, saa at M bliver et af 

Ellipsens Punkter. 

Drejes Cirklen om sin Diameter en Vinkel, hvis 
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cos er — , og projiceres den derpaa paa sin oprindelige 
Plan, niaa dens Projektion netop blive Ellipsen, thi 
ved Projektionen multipliceres enhver af Cirklens Or- 
dinater netop med cos til Planernes Heldningsvinkel, 

altsaa med -. Man udleder let mange Egenskaber 
ved Ellipsen ved paa denne Maade at betragte den 
som Projektionen af en Cirkel. Saaledes ser man 
f. Ex., at Tangenten til M i Ellipsen og Tangenten til 
M^ i Cirklen maa skære Axen 1 samme Punkt. Ellip- 
sens Tangent maa nemlig være Projektionen af Cirklens 
Tangent, thi en Tangent er en Linie gjennem to sammen- 
faldende Punkter, og disses Projektioner maa ogsaa 
bhve sammenfaldende. Tangentens Skæringspunkt med 
Asen kan imidlertid ikke forandres ved Projektionen, 
da Axen bliver liggende. Eleven kan selv forsøge at 
anvende denne Betragtningsmaade til at finde Konstruk- 
tionen af en Tangent fra et givet Punkt til Ellipsen. 

Er V den Vinkel, som ON danner med Axen, har 
man for Punktet M 

æ = C6 cos v; p = b sin y, 
der ofte bruges i Stedet for EUipsens Ligning. 

108. Hvilkeu Kurve fremstilles ved 2æ'* -|~ 3y'^= 8? Hvor 
store Ore dens Konstanter? 

109. Find a og e i en Ellipse, hvor 6 = p = 4. 

110. Vis, at de Ellipser, der svare til forskjelligc Værdier 
af c i Ligningen 

ere ligedannede og ligedan beliggende. 

111. Hvorledes ligger Ellipsen (61), naar 6>a? 

113. En ret Linie mod konstant Længde glider med sine 
Endepmikter paa Åxerne. Hvilken Kurve heskrives 
af et Punkt, der deler Linien i to Stvkker a og b? 
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113. M er et vilkaarligt Punkt af en Ellipse; til Trekanten 
FMh\ tegnes de to Røring acirkler, der røre Brænd- 
straalerne udven dig ; bestem disse Cirklers Rørings- 
punkter med FF^, og find de geometriske Steder for 
deres Centrer. 

114. Bevis, at en Ellipsekorde, der fra Centrum ses under 
en ret Vinkel, har konstant Afstand fra Centrum. 

115. M er et vilkaarligt Punkt af en Ellipse-, find det 
geometriske Sted for Skæringspunktet af Medianerne 
i Trekanten AMA^. 

B. Hyperblen 

,/-{e'-l)(x'-«^). 

50. Da ij^ og e^ — 1 ere positive, maa x^ — a^ 
ogsaa være positiv, x maa altsaa falde uden for Græn- 
serne -(- a og — a. Naar x har en af sine Grænse- 
værdier, er )/ = 0; jo større (numerisk) x bliver, desto 
større bliver y, der kan voxe uden Grænse. Kurven 
bestaar altsaa af to uendelige, aabne Grene, der udgaa 
fra .4 og jIj, hver til sin Side med Koordinataxeme 
til Symmetriaxer. 

For æ = O faar man y •= aVe^ — 1 V — i. Den til 
den lille Axe ved Ellipsen svarende Linie er altsaa 
imaginær. Den i Udtrykket forekommende reelle Faktor 
o Ve^— 1 plejer man at kalde Hyperblens andenHalv- 
axe og betegne ved 6, altsaa er 

Parametren bestemmes som ved Ellipsen ved 

altsaa 

p = 2a (e« — 1). (67) 

Ligningerne 
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forbinde de fire Konstanter. 

For e = V 2 bliver h = a, p =: 2a og Ligningen 

V= = ^=-«^ (68) 

Hyperblen katdes i dette Tilfælde ligesidet. 

Ved Benyttelse af (66) og (67) faar man for Hy- 
perblens Ligning de nye Former 



og 



(69) 



y'-irM'--')- i'O) 



Brændstraalerne til Punktet i^-, y) fandt vi udtrykte 
ved 

FM^ex + a; F,M=ex — a. (71) 

De ere begge positive, naar x er positiv, da e>l, 
X > o. De ere derimod negative, naar Punktet ligger 
paa den Gren, der vender mod x-Axens negative Ret- 



51, Hyperbelbuers Beskrivelse ved en Bevægelse 
kan ske ved et Apparat, der dog ikke har faaet nogen 
Betydning; man kan ved Passeren fmde saa mange 
Punkter, som man vil, ved, med Brændpunkterne som 
Centrer, at tegne Cirkler, hvis Radiers Differens er 2a. 
Enhver Hyperbel kan betragtes som Projektion af en 
ligesidet Hyperbel, ligesom Eliipsen af en Cirkel; den 
ligesidede Hyperbel kan imidlertid kun beskrives ved 
Punkter, Dette sker lettest ved at bemærke, at enhver 
Ordinat er hg den Tangent, der fra dens Fodpunkt kan 
drages til den Cirkel, hvis Diameter er den første Axe. 
Denne Tangents Længde bliver nemUg ^x'^^a^. 
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§ 7. Ret Linie, kombineret med Eliipse og Hyperbei. 

52. Før vi gaa over til disse Undersøgelser, ville 
vi gjøre en Bemærkning, der vil komme os til Nytte. 
Vi ville betragte en Ligning f. Ex. 

ax* -j- f>^^ -\- cx^ -\- dx -\- e = 0. 

Dersom e = O, er, som bekjendt, én af Røddorne 
Nul ; dersom tillige d = O, ere to Rødder Nul o. s. v. 
Ved Division med x* skrives Ligningen 

der viser, at for a = O er — = O, aitsaa a: = co ; er til- 



lige 6 = 0, blive to af Værdierne for x uendelige o. s. v. 
Vi se Iieraf, at en Ligning, hvis Grad for specielle 
Værdier af Koefficienterne bliver nogle En- 
heder lavere, faar iige saa mange Rødder uen- 
delige. En Ligning af 2den Grad har 2 Rødder, men 
dersom den er et specielt Tilfælde af en Ligning af 
4de Grad, ere de to andre Rødder uendehg store. 
Dette faar særlig Betydning, naar vi bestemme Kurvers 
Skæringspunkter, da et uendelig fjæmt reelt Skærings- 
punkt forudsætter uendelige Grene, og saadanne ere 
meget karakteristiske for Kurvernes Figur. 
Tage vi f. Ex. Hyperblen 

x^ y^ , „ x^ y^ „ 

~ — l^- — 1 og Kurven -^ — l^- = O, 

skulde vi efter Ligningernes Grad vente en Endeligning 
af 4de Grad. Den reduceres imidlertid til Absiurditeten 
1 >- O, der viser, at alle fire Rødder ere uendelig store. 
Den sidste Kurve er imidlertid et System af to rette 

Linier, nemlig j/ = ±-a:. Aitsaa skære begge disse 
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Linier Kurven kun i uendelig fjæme Punkter. Man 
kalder dem Asymptoterne, De kunne opfattes som 
Tangenter, hvis Røringspunkter have fjæmet sig i det 
uendelige. Da Asymptoternes Stilling kun afhænger af 
fe:« og altsaa af e, bhver den ens for alle ligedannede 
Hyperbler, der ere ligedan beliggende med Gentrmn til 
Lighedspunkt. 

Ombytter man i (69) 1 med — 1, faar man Lig- 
ningen for den konjugerede Hyperbel, De to Hy- 
perbler have de samme Asymptoter, men ligge i for- 
sk] ellige Vinkelram. 

116. Bevis, at der melicm en Hjperbel og deos Asymp- 
toter afskæres lige store Stykter af en viikaarlig ret 
Linie. 

117. GjeniiGm Toppunktet af et Keglesnit trækkes to paa 
hinanden vinkelrette Korder; bevis, at den Korde, 
der forbinder disses Endepunkter, gaar gjennem et 
fast Punkt. 

118. Et Parallelogram har sin ene Vinkolspids paa en 
Hyperbel, medens de to Sider falde paa Asymptoterne; 
bevis, at dets Areal er konstant. 

119. Bevis, at Arealet meliera Asymptoterne og en Tangent 
er konstant. 

53, Vi ville nu betragte Kurverne 

og bestemme deres Skæringspunkter med en ret Linie 
gjennem Punktet (æ,,*/,); dens Ligning kunne vi skrive 

idet r ei' Afstanden fra {x,,p^) til (a-, j/). Vi søge nu 
i let finde æ og y, idet 

rcosu-^ y = y, + r sin u. (74) 
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Vi faa, ved at indsætte disse Værdier i (72) og 
ordne, en Ligning af Fonnen 
Ar^ -i- 2B»- + C = O, 



hvor 



j, X, cosu ,i/, sinu I 



Vi undersøge nu særlig de Tilfælde, der indtræde, 
naar én eller flere af disse Koefficienter blive 0. 

a) ^ = 0. 

54. Dette Tilfælde kan ikke indtræde reelt tor 
øverste Fortegn, altsaa for Ellipsen; det indtræder for 
Hyperblen, naai' 

i9« = ±S, (76) 

altsaa naar Linien er parallel med en af Asymptoterne ; 
enhver saadan Linie skærer altsaa Hyperblen 
i et uendelig fjærnt Punkt. 

b) B=-0. 

55. Dette Tilfælde indtræder, naar 

l'^ + ^u '"' 

Ligningen bliver ren kvadratisk, saa at de to 
Værdier af r ere lige store med modsatte Tegn; da nu 
r er Afstanden fra (a,-,,y,) til Skæringspunkterne, bliver 
[3;„y,) Kordens Midtpunkt. Dersom u er en given 
Vinkel, ligge de derved bestemte parallele Korders Midt- 
punkter paa den rette Linie 

y = ^S—^^ (78> 
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der kaldes Kordesystemets Diameter. Betegnes 
Diametrens Vinkel med Abscisseaxen ved v, bliver 

tgu.tgv^^^. (79) 

Deraf ses tillige, at et Kordesyatem med Vinklen v 
vilde have en Diameter med Vinklen u. To saadanne 
Diametre, hvoraf enhver tilhører den andens Kordesystem, 
kaldes konjugerede. 

Fortegnet for tgu .tgv viser, at ved Ellipsen er den 
ene af de to Vinkler spids, den anden stump, medens 
de ved Hyperblen ere begge spidse eller begge stumpe. 

Enhver af Asymptoterne er sin egen konjugerede 
Diameter. 

56, Naar en Ellipse paa den ovenfor omtalte 
Maade betragtes som Projektionen af en Cirkel, bUve et 
Par af dens konjugerede Diametre Projektionerne af et 
Par paa hinanden vinkelrette Diametre i Cirklen. Enhver 
af disse halverer nemhg de med den anden paraUele 
Korder, og nana e Ko ie to Stykker e e 1 ge to e 
maa ogsai le P ojekt on to Stjkker hive l%e to e 
Eleven ka fo søge t be jti len e Ben ark g ti 
at løse de f leende t" pgav 

120. Man har vet e lill i e 4s g le ene 
Endepunkt f en Damete P nd d ho trutt a 
Endej Lte ne af den k nj erede D meter 

121. Be t en Ika. 1^, I^Q skære t Par konju 
ge ede Damete o Asynptot db ti n Hjpe bel 
fire 1 1 in si f o b dne I unkt 

122. Pnl dot geon t sko Stel f Ske n spunkte af n 
L n e tjennem et Bræudju k nk 1 et ] Ko d 
og Ko de s r amete 

123. B t n Ik 1 Hlclaiit EU 
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or Melleraproportional mellBm de Linier, der forbinde 
Brændpunkterne med Endepunktet af den konjugerede 
Diameter, 

c) C=0. 

57. Herved udtrykkes blot, at det givne Punkt 
(æ,,j/,) ligger paa Kurven, og Ligningen viser, at i 
dette TOfælde er den ene Værdi af r Nul. 

d) A = O og B = 0. 

58. Ligningen viser, at i dette Tilfælde ere begge 
Liniens Skæringspunkter med Hyperblen uendelig fjæme. 

Den første Ligning giver tgu= ± —, den anden 
M, = — , , ' -■ altsaa, ved Elimination af u, 

j,.=±^^„ (80) 

der, da (a:,, y,) kan være ethvert Punkt i Linien, giver 
en ny Bestemmelse af Asymptoterne. Der bliver saa- 
ledes to Systemer af parallele Linier, der skære Hy- 
perblen i ét uendelig fjæmt Punkt, og i hvert System 
er der én Linie, hvis andet Skæringspunkt med Kurven 
ogsaa er uendelig fjæmt. 

e) B = og C=-0. 

59. Ligningen giver i dette Tilfælde begge Vær- 
dierne af *■ lig Nul, saa at Linien er en Tangent. 
C = viser, at (x^y^) ligger paa Kurven og altsaa er 
Tangentens Røringspunkt. K = O bestemmer Tangen- 
tens Retning ved 

(»(.- + '„'^;, (81) 
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saa at Ligningen for Tangenten bliver 

der kan omskrives til 

»5 — j! a« ^ fcs 
eller ved Benyttelse af C = O 

der altsaa giver Tangentens Ligning ved Røringspunktets 
Koordinater. 

Da den ene af disse Størrelser kan udtrykkes ved 
den anden, bliver kun én af dem vilkaarlig; det er 
imidlertid ofte lettere at benytte en anden Form, hvor 
Tangenten bestemmes ved sin Retning eller ved Ret- 
ningen af den derpaa vinkelrette Linie; betegnes dennes 
Vinkel med Abscisaeaxen ved a, har man Tangentens 
Ligningen under Normalfonn 

X cos a Ar y sin a -\- d = (i, 
hvor Æ, Afstanden fra Begyndelsespunktet, skal udtrykkes 
ved a; man faar nu ved Sammenligning med (82) 
eos « sina —d 

'^-^'^r' (83) 

der kan skrives 

a cos a b sin a 

a h 

hvoraf, idet man kvadrerer de to første Forhold, adde- 
rer (subtraherer) Tællerne og Nævnerne og uddrager 
Kvadratroden, 



å = ±: V'as cos' o zfc i"^ sin^ a, (84) 

saa at Tangentens Ligiiing bliver 
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X cos a--{-y sin « = =t Va^ cos^ a ±b^ sin^ a, (85) 
hvor de to Fortegn under Rodtegnet svare henholdKvis 
til Ellipse og Hyperbel, medens de to Fortegn for Rod- 
tegnet vise, at der svarer to Tangenter til et givet «. 
Ved Ellipsen ere Tangenterne altid reelle, medens 
de ved Hyperblen ere imaginære for 

a^ cos^ a<ih^ sin^ « eller — ^ > cot^ n. = tq^ u. 

Da nu tg^U'^'—^ bestemmer Asymptoternes Ret- 
ninger, udtrykkes hei-ved, at ingen Tangent kan have 
tg til sin Vinkel med a;-Axen numerisk mindre end ig 
til Asymptoternes Vinkel dermed, altsaa at alle Tan- 
genter maa ligge mere stejlt end Asymptoterne, der selv 
blive Grænsetangenteme. 

Som Anvendelse af (85) ville vi søge det geometriske 
Sted for Skæringspunkterne af Tangenter, der ere vin- 
kelrette paa hinanden. En Tangent har Luningen 
xcosft-\-ysmri.=. Vu? cos^ a ± 6* stn^ «. 

Den derpaa vinkelrette Tangent faas ved at om- 



— æ sin a + ?/ cos ». := V«* sin^ a±b^ cos^ a. 
Mellem disse to Ligninger skal « ehmineres; dette 
sker lettest ved at kvadrere og addere, hvorved man 
faar Cirklerne 

x- + f = a^:iib\ 

124. CeM5 t 1 ethvert Keglesnit ei biæodatiialeu til et 
Punkt hg det Stjkke soiu ■jfik-eres pai Punktets 
Ordinat mellem Asen Og den Tangent der rører 
kunen i Fndej unktet if Oidiiiten qennPm Brend- 
punUet 
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135. Til et Punkt i en Ellipse trækkes en Tangent, og 
fra Centrum fældes en vinkelret paa denae; vis, at det 
geometriske Sted for Skæringspunktet af denne Linio 
og Ordinaten til Punktet er en Ellipse; iivilket er 
det søgte geometriske Sted, naar denne Ellipse be- 
handles paa aamme Maade? 

126. En Ellipse og en Hyperbel have de sararae Brænd- 
punkter («re konfokale); bevis, at de skære hioanden 
under rette Vinkler. (Tangenterne i Skæringspunk- 
terne danne rette Vinkler). 
60. Af (82) se vi, at de Stykker, som Tangenten 
afskærer af Axerne, ere henholdsvis 

— og ± — . 

■■^. y, 

Det første Udtryk viser, at Tangenter til Punkter 
med samme Abscisse paa en Række Ellipser med samme 
store Axe eller Hyperbler med samme farste Axe skære 
Axen i samme Punkt. Ved Hjælp heraf trækkes en 
Tangent til et givet Punkt M af en Ellipse. Man 
trækker nemlig Tangenten til det Punkt af Cirklen 
over den store Axe som Diameter, der har samme 
Abscisse som M. Denne Tangent skærer Axen i samme 
Punkt som den søgte Tangent, der derved er bestemt. 
Methoden kan ogsaa anvendes ved Hyperblen, naar vi 
have lært at trække en Tangent til et givet Punkt af 
en hgesidet Hyperbel; dette skal senere vises. 

61. Ligningen for Normalen ti! Punktet (a:,,^/,) er 
»~y,=±fjf^ ("!-»:,). (86) 

Abscissen til dens Skæringspunkt R med a-Axen findes 
ved at sætte y = O og bliver 



OR^x,±-^x,^e^x„ (87) 
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medens vi for Tangentens Skæringspunkt T med Axen 
fandt 

0T=—. (88) 

End videre have vi, idet F er Projektionen paa 
Axen af Røringspunktet, 

OP = x^; OF=~ea; OF, = ea, 
hvoraf Subtangenten 

py = pt) ^ Or== — ^, + ^ (89) 

og Subnornialen 
PB==PO+0R = — x,+ eH, = (e' — 1) x, . (90) 
End videre findes 

PP = PO + OK = e« + e'^x, = e . FM, 
RF, =^}iO+OF,= — e=«, + ea = dbe. F^M, 
hvoraf, uden Hensyn til Fortegnet, 

FR: HF, ^FM:F,M, 
der viser, at Normalen halverer Vinklen mellem 
Erændstraalerne. Ved Ellipsen ere FM og F,M, 
udtrykte ved (65), positive, saa at FB og RF, have 




; Fortegn; E ligger da mellem F og P,, og den 
Vinkel, der halveres, er den, der indeholder Centrum. 
Ved Hyperblen ere FM og F,M, udtrykte ved (71), 
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positive for den ene Gren og negative for den anden. 
FR og fiJP, have altsaa forskjellige Fortegn, og følgelig 
ligger R uden for F og J?",, saa at den Vinkel, der 
halveres, er den, der ikke indeholder Centrum. Da 
Tangenten er vinkelret paa Normalen, maa den halve- 
re Nabovioklen til den Vinkel, som Normalen 
halverer. Dette findes ogsaa ved, paa samme Maade 
som ovenfor, at søge Stykkerne FT og TF,. 

62. Dersom vi paa en Brændstraale FM afsætte 
F8=^2a, bliver SM = F,M, altsaa Trekanten SMF, 
ligebenet. Da nu Tangenten til M halverer denne 
Trekants Topvinkel, maa den staa vinkelret paa Midten 
af Grundlinien SF,. Betegnes Projektionen af F, paa 
Tangenten ved E, have vi aitsaa for alle Stillinger 
F^K'=^ ^F,S, og da nu det geometriske Sted for S er 
en Cirkel med Centrum i F og Radius 2a, maa det 
geometriske Sted for E blive en Cirkel med Centrum 
i O og Radius a. Vi kunne ved Hjælp af disse Sæt- 
ninger trække en Tangent fra et givet Punkt L 
til et Keglesnit, Vi bestemme først S, der ligger i 
den omtalte Cirkel om F, og som desuden, da L har 
samme Afstand fra F^ og fra S, ligger i en Cirkel 
gjennem F, med Centrum i L. Naar S er bestemt, 
trækkes Tangenten vinkelret paa SF, . Tangentens 
Skæringspunkt med FS er Røringspunktet. Man kan 
ogsaa løse Opgaven ved først at bestemme K, hvis ene 
geometriske Sled vi kjende, medens det andet er en 
Cirkel over F,L som Diameter {/_F,KL = B). 

En Tangent, parallel med en given ret Linie, 
trækkes let, idet F^S strax kan tegnes, da den er vin- 
kelret paa den givne Linie. 
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63. Tangeilten fra eL givet Pufikt {m.w) har 
først Ligningen 



og da denne skal tilfredsstillea af dot givne Punkt, bliver 

Røringspunkterne for de Tangenter , der kunne 
trækkes fra Punktet, bestemines nu ved denne Ligning 
i Forbindelse med 

De to Røringspunkter tilfredsstOIe aitsaa begge Ligningen 



ny 



1, (91) 



og da denne er af første Grad, maa den aitsaa tilhøre 
den rette Linie gjennem Røi-ingspunkterne ellerPolaren 
to (m,n). 

De Sætninger, der tidligere ere viste at gjælde for 
Poler og Polarer ved Cirklen, kunne paa samme Maade 
vises at gjælde om alle KeglesnitsUnier. 

64. Medens vi for Tangentens Vinkel fik 



have vi for den Vinkel, som Linien fra Centrum til 
Røringspunktet danner med Axen, 



To Korder fra Punktet (.:e,, ?/,) til den store (første) 
Axes Endepunkter ( — a,0) og (a,0) kaldes Supple- 
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meiitkorder. Deres Vinkler ^ og v med Axen be- 
stemmes ved 

(„ ?!__;(;,, ».-, 

•' ' x^-^-a " X, —a 

altsaa 

y\ ^^ 

t9 l>-t9^ — ^^ _ (,"2 ^ ^ ^2' 
saa at vi have 

tgu.tgv = tg^.tg'p = tg,i.tgv^--::^ -^. (92) 

Ved Cirklen er h = a, saa at Produkterne blive 
— 1, der udtrykker, at de tre Liniepai- danne rette 
Vinkler, som bekjendt fra Geometrien. Ved den lige- 
sidede Hyperbel ere Produkterne -|- 1, men af 

tgu .tgv^l følger tg u-= coiV'=^ tg (o- ~'')i 

hvoraf 

u + v-l- elto « + „_|. 

Den første Formel gjælder, naai- Vinklenae ere spidse, 
den sidste, naar de ere stumpe, men i dette Tilfælde ere 

Nabovinklerne spidse og faa Summen -^. Det samme 
gjælder om de andre Liniepar, saa at de spidse 
Vinkler, som et saadant Liniepar i en ligesidet 
Hyperbel danner med Axen, ere Komplement- 
vinkier. 

Heraf følger en Konstruktion af Tangenten til et 
givet Punkt M af en ligesidet Hyperbel. Man trækker 
OM og oprejser paa den den vinkelrette iifJV, idet N 
er Skæringspunktet med Axen. Med M som Centrum 
slaar man en Bue gjennem N, og til dennes andet 
Skæringspunkt med Axen trækkes fra M en Linie, der 
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da er den søgte Tangent. Konatruktioneii udvides til 
en hvilken som helst Hyperbel, idet man først bestemmer 
det Punkt Ml i den ligesidede Hyperbel med samme 
første Axe, der har samme Abscisse som det givne 
Røringspunkt. Man bestemmer da det Punkt, i hvilket 
Tangenten til JM, skærer Axen, og i dette skærer i 
Følge (88) Tangenten til M ogsaa Axen. 

Formlerne (92) vise, at, naar en Linie i et af 
Linieparrene er parallel med en i et andet 
Par, ere ogsaa de to andre Linier i de to Par 
paralleie. Naar f. Ex. Linien fra Røringspunktet til 
Centnim er parallel med en Diameter og med en Korde, 
saa er Tangenten parallel med den konjugerede Dia- 
meter og med Supplementkorden, Heraf kan udledes 
Konstruktioner af Tangenter, Diametre o. s. v., der 
kunne anvendes, naar Kurven er tegnet. Vi skulle 
imidlertid ikke gaa nærmere ind paa saadanne Konstruk- 
tioner, der høre til en ganske anden Klasse end de 
sædvanlige, hvor man kun tør anvende Passer og Lineal. 

127. At konstruere en Keglesnitslinie af et Brændpunkt 
og tre Tangenter. 

128. At konstruere en Ellipse af den store Ases Ende- 
punkter og en Tangent. 

129. At trække de fælles Tangenter til to Ellipser, der 
have et fælles Brændpunkt. 

130. At bestemme S tærings punkterne for en ret Linie og 
en Ellipse eller Hyperbel. 

131. At bestemme saa mange Punkter, som man ønsker, 
af en Hyperbel, naar man kjender Asymptoterne og 
et Punkt. 

132. At bestemme Skæringspunkterne for to Ellipser, der 
have et Brændpunkt fælles. 

133. Til et givet Keglesnit at trække Tangenter, paralleie 
med en given Linie, og bestemme Køringspunkteme. 
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Bevii U \iEUfir Im« TippunttPr pip dnm tralt 
modsatte PuDkter it en IigesiiPt Hjimrbel og h^is 
Ben gaa gjeanem de s »mme ti PunktPi af H^j erblen 
ere lige store 

To koDgriente Ellipser ligge med Airrne i hiDindens 
Torlfngelse og h'ne det eiif, Toppmkt t'ellps it 
hnde det geometnske M(,l tor Brændpunkterne mir 
den ene Ellipse ruller jp ai den anden 
I en Ellipse trækkes to \itkaarlige Hihdnmetre OA 
og (Ib Tingenteu til 4 skærer 0I> i b Tangenten 
til /; stærer 04 i i bevis, at ^ ? 1' = ^OBa 
Fra TojpunktPt af en Ellipse tr<okk s on Linie til 
et Yilkairligt Punkt i Kurten find det geometriske 
bted for SkTiingspiinktet af en med denne jarallel 
Linie gjenuem Contrum og Tingenten til Punktet 
Forakjellige Pariblei h-no simmt Toppunkt o^ Ase 
fra et fast Punkt i denne trækkes Njrmaler til dem 
find Stedet for disses Endepunkter 
tjennem to Tilka^rlige Punkter P a^, P drages to 
parallele Linier der skære et givet Keglesnit Iien- 
lioldsiis 1 Punkterne Jl Q og f u Bevib at For- 
holdet 

PR .PQ 
~p"Jf,TP~Q, 
er uafhængigt af Parallornes Retning. 
. Fra .Centrum i en Ellipse fældes eu vinkelret paa 
Polaren til et Punkt, og fra Punktet trækkes til 
den store Åse en Linie, der ligeledes er vinkelret 
paa Polaren; bevis, at Produktet af de to vinkel- 
rette er lig Kvadratet paa den halve lille Ase, 
.. To Ligedannede, koncentriske Ellipser, hvis Aser falde 
ud ad hinanden, skæres af en vilkaarlig ret Linie; 
bevis, at de to Stykker af denne, der afskæres mellem 
Ellipserne, ere lige store. 
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14 lidt m t k t d f M dti kt f de 

h d Eli p d j m t f t P kt. 

143 I T k t 1 gg dl f t £t P a Uet 

fTj, tMkl dd k tant; 

fiddtgmt k df Ipp ktt 

144 B Eli p H I b 1 h d mm i gi; 
t J t P kt f Hjp bl t kk r fe t og 

I Skæ g t> ^t ed Ii.U I t kkes 
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T t 
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Cirkel, der afskærer givne Korder af to givue rette 
Linier? 

Ved en Ellipse eller Hyperbel skæres to faste paral- 
lele Tangenter af en bevægelig Tangent; bevis, at 
Produktet af de to Stykker, som den afskærer af de 
faste Tangenter, er konstant og lig med Kvadratet 
af den med dem parallele Halvdiameter. 
Find Produktet af de Stykker, som afskæres paa en 
fast Tangent af to vilkaarlige konjugerede Diametre, 
og vis, at Produktet er lig Kvadratet af den med 
Tangenten parallele Halv diameter. 
Pra et Punkt i en Ellipses lille Aso trækkes en 
Linie til Brændpunktet og en Normal til Kurven; 
find Forholdet mellem de to Liniers Længder. 
Gjennem et vilkaarligt Punkt af et Keglesnit trækkes 
to paa hinanden vinkelrette Korder; bevis, at den Korde, 
der forbinder disses Endepunkter, skærer Normalen 
i et fast Punkt. 
. Bevis , at Produktet af Brændpunkternes Afstande 
fra en vilkaarlig Tangent or lig Kvadratet af den 
halve lille Axe. 
. For et Keglesnit søges Eelationen mellem en Brænd- 
straale og dens Vinkel med Aien. (Polære Koordi- 
nater med Polen i Brændpunktet). 
'. Fra Centrum i en Ellipse trækkes on Linie til en 
Tangent; Linien er parallel med en af Brændstraa- 
lerne til Røringspunktet; hvor lang er den? 
). Gjennem Brændpunktet i et Keglesnit trækkes en 
vilkaarlig Korde; bovis, at den harmoniske Mellem- 
proportional mellem dennes to Stykker er konstant 
og iig den balve Parameter. 
L Konstruer en Ellipse, iiaar to konjugerede Halvdiametre 
ere afsatte. 
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Udtrjk Længdeu af en koidp gi'"fiifi'n Bræa Ipuiiktet 
ved Hjælp if Hnedaxen og den mel Kuideii paril 
lelo Diameter 

Gjennem BrTndpmktet tiækkea to ktrdei pirallele 
med ti koiijugeredi Diametre bevis dt dtres Sum 
er konstant 

(tjennem IJrændpunktet trækken to paa hinanden vinkel 
rett« KordiT be\is it hammen af dores leciproke 
\ærdier er konstant 

Be\ia at Brendpunktets \fetand fra et Punkt i en 
Hyperbel er lig det St\kke som en vis fast Linie af 
skærer at tn Lmie der er drabet giennem Puiktet 
parallel med en af Åsjmptjterne 
Eu Korde trækkes g|enneni et Kegle=!nita ene Brænd 
punkt bevis at den Linie der forbmdei Skæiing? 
punktet at Tangtnteme til dens Endepunkter med 
Skæringspunktet if de titsvarende Normaler gaar 
gjennem -iet andet Brænlpunkt 
Bevis at den Linie der forbinder et af et Keglesnits 
Brændpunkler med to vilkaailige TanoSnters bkæ 
ringspunkt haherei Vinklen mellem Lnierni fia 
Brændpunktut til EønngspunkternB 
Bpms at len Lime dei halverer "Vmklen mellem 
to Tangentoi ogsaa liiherer ^inUei mrllem de 
Limer dei forbinde Tangentunes bkænngstunkt -ned 
Braandpunkterne 
> Jn Oiikel teenes som rørei eu Ellipses atore Axe i 
det ene Brændpunkt og som ?aar gjennem det ene 
Endepunkt if den lille \xe H\or stor er Cirklens 
Diameter naar Ellipsens Hihaser ere j i^, I ' 
) T I et vilkawligt Punkt af en Fllipae trekkes de to 
Brtiidstraaler og i den af dem og ixen dannede 
Trekant indskrives en Cnkel med Kadius i medens 
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den omskrevne Cirkel har Eatiius fi, og f og f, ere 
de to Brændstraaler. Bestem Torholdet Br : If,. 
Fra Endepunkterne af en Korde gjenuem en Ellipses 
ene Brændpunkt trækkes Linier til Ledeliniens Skæ- 
ringspunkt med Asen ; bevis, at Axen halverer Vinklen 
mellem disse Linier. 

Fra Endepunkterne af en Diameter i en Ellipse 
drages Linier ti! et vilkaarligt Punkt i Kurven; 
bevis, at de to Punkter, hvori disse Linier skære den 
konjugerode Diameter, ere harmonisk forbundne med 
dennes Endepunkter. 

Paa Korderne gjenuem en Ellipses ene Brændpunkt 
afsættes ud fra dette Punkt den harmoniske Mellem- 
proportional mellem Kordens to Stjkker; hvilken Kurve 
bestemmes derved? 

Find Ligningen for en ligesidet Hyperbel, naar Asymp- 
toterne tages til Koordinataxer. 
. En Tangent til en Ellipse danner Vinklen p med 
den stere Åxe; find Produktet af denne Axcs Ende- 
punkters Afstande fra Tangenten. 
. Bevis, at Normal og Brændstraale staa i samme 
Eolation som Ordinat og Abscisse, naar Toppunktet 
er Begyndelsespunkt, Axen Abscisseaxe. 
. Fra Brændpunkterne i en Ellipse fældes vinkelrette paa 
en Tangent, og hvert af Fodpnnkterne forbindes med 
det andet Brændpunkt; bevis, at Forbindelseslinierne 
skære hinanden paa Normalen til Eøringspunktet, og 
find det geometriske Sted for Skæringspunktet, 
1. Naar to faste Punkter af en Hyperbel forbindes 
med et vilkaarligt Punkt af Kurven, vil Længden 
af det Stykke, som Forbindelseslinierne afskære af 
en af Asjmptoterne, være konstant. 
). Bevis, at Forholdet mellem de Stjkker, som to hvilke 
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sora helst Tangenter til ec Parabel afskære paa to 
faste Tangenter, er konstant. 

Naar en Linie, parallel med Axeu i en Parabel, 
skærer to Tangenter og Eøringskorden, saa er Stykket 
fra Kurven til den sidste Linie Mellcmproportional 
mellem Stjkkerne fia Kuj\en ti! Tangenterne 
Fra et iilkaarligt P ml t i en Hu erbe! trækkes Limet, 
parallele lufid Asymptoterne disse Linier skære on 
Tilkairlig Hahdiameter <U i Punkterne B og 6 
bev s at Oi er Aieilenipioioitional mellem OB og OC 
Bevis it det Stjkke som to faste Tangenter til en 
Parabel ifsliære jia i.n *ilkaarlig Tangent ses fra 
inktet u ider en konstant Vinkel 



Fra Toppunktet af en Hjperbel tiækkes en Tin e til 
et Mlkairligt Punkt af Kurien hnl det geometriske 
Sted for Skæiiugspinktct af en mel dorne parallel 
Lime g]ennera Centrum Oj, Tant,eiitPn til Punktet 
Bevis at den Trekant, som dinues af t Halvdiametre 
1 ei Lllipse og Korden mellem deres Endepunkter 
er lifc« stor med den der fremkommer naai man, 
ombvtter Diametiene med deres konjugeiode 
Buvis at eih^or Ivorde i en Hjperbd halverer det 
'^t\kkt af en af Asymptotorne der afskæres mellem 
Tanj,euterne 1 1 Koidens Endepunkter 
luden for Periferien af en f^nen Cirkel g les et 
fast Punkt Fmd iet geometn^ke Sted f r Brænd- 
pui kterne i de Elli] ser der gaa gjennem dette P ii kt 
og ti! iitr ha>e D amctie i Grklen 
Bi,*is at enhver Cirkel dei har un Brfnl traalo i 
en Mipse ti Diameter rører don tirkel In s Dia 
meter or Ellipsens stor Atc 

Undeisøg on en Halvdiameter i en H^Ierbel er 
llellempr prti 1 al iiplleu de L n ei dei f rUnde 
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Brændpunkterne med Endepunktet af den I 
Diameter. 

Find det geometriske St«d for Toppunktet af en 
Parabel, der har fast Brændpunkt og gaar gjenuem 
et fast Punkt. 

I en Ellipses Plan at bestemme ea saadan Cirkel, 
at Længden af en Tangent, trukket fra et vilkaarligt 
Punkt af Ellipsen til Cirklen, er en rational, hel 
Tunktion af første Grad af Punktets Koordinater; 
bevis, at Summen af Taugenterno fra ot Punkt af 
Ellipsen til to saadanno Cirkler, der ligge lielt inie 
i Ellipsen, or konstant. 

, M og iU| ere to Punkter af en Parabel, A Skærings- 
punktot for Tangenterne til disse Punkter og F 
Brændpunktet; bevis, at ^.«^; .«/-'= .i.W,^ ; .W,F. 

, Man konstruerer et Parallelogram, hvis ene Diagonal 
er Korde i en Hyperbel, medens Sidorno ere parallels 
meå Asymptoterne; bevis, at den anden Diagonal 
gaar gjenuem Centrum. 

. Bevis, at de Trekanter, hvis ene "Viukolspids er 
Brændpunktet i en Ellipse, medens de andre ere de 
Punkter, hvori to faste Tangenter skæres af Cirkler, 
i Ellipsen og med Centrum i den lille Ase, 



At konstruere en Parabol af en Tangent, deus Bo- 
ringspunkt og Toppunktet. 

I en giveu Parabel at trække en Korde, lig og pa- 
ralle! med en given Liuie. 

At konstruere on Ellipse af don store Ases Ende- 
punkter og et Punkt. 

At konstruere en Ileglesnitslime af to Tangenter, et 
Punkt og et Brændpunkt. 
Givet tro Parabler med fælles Brændpunkt; konstruer 
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on Ellipse meil samme Brændpunkt og som rører de 
tre Parabler. 

§ 8. Keglesnit med Toppunktet i Begyndelses- 
punktet. 

65. Dersom vi for Hyperblen flytte Begyndelses- 
punktet til A^, maa vi for x indsætte x -{- a. Ligningen 



y^ ^. "':'-.- X -{- ^xK (93) 

For Ellipsen maa vi derimod, naar vi flytte Be- 
gyndelsespunktet ti! J, sætte x — a for x, hvorved 

Ligningen y'^ = — ^ {a^ — x^) bliver 

w^ = — X i x^. (94) 

'' a a^ ^ 

De to Ligninger ere indbefattede i Formen 

y^=px-\- qx^, (95) 

hvor p er Parametren og 

øverste Fortegn for Ellipsen, nederste for Hyperblen. 
Naar i> og $ ere givne, bestemmes Keglesnittets Kon- 
stanter ved (96), Saaledes giver p = 3, $ = — I en 
Ellipse, hvor o =2, J -= V 2, e = VJ, medens p-= 2, 
3 = i giver en Hyperbel, hvor a^2, 6 =-V2, e-=V». 
Dersom g<— 1, faar man e imaginær, men Lig- 
ningen (94) viser ogsaa, at man ikke for en Ellipse i den 
Stilling, vi her betragte, kan have Koefficienten til x"^ 
mindre end — 1, da nemlig 6<a. Den Ligning, vi 
gik ud fra, svarer imidlertid for 6>« til en Ellipse, 
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hvis største Axe iigger paa y-Axert, thi en Ombytning 
af Axeme, det vil sige en Ombytning af x og y, fører 
os tilbage til den sædvanlige Form. Vi kunne derfor, 
naar vi betragte Ligningen (94), lade den Indskrænkning, 
at a > 6, som vi hidtil have brugt, bortfalde, naar vi 
blot erindre, at for a < & ligge Brændpunkterne i Or- 
dinataxen, Ellipsen staar paa Højkant. Deraf følger 
atter, at (95) for q<. — 1, altsaa for ?»>■«, svarer til en 
saadan Ellipse, hvor Begyndelsespunktet er flyttet hen i 
den lille Axes ene Endepunkt (det til den negative Side). 
Konstanterne bestemmes da ogsaa i dette Tilfælde ved 

men da h nu er den store Halvaxe, nv p Ikke her Para- 
metren, der udtrykkes ved 

De forskjellige Kurver, som kunne repræsenteres 

ved Ligningen (96), ere altsaa følgende: 

§ positiv. Hyperblen; for 2 = 1 haves den lige- 
sidede Hyperbel med Asymptoterne vinkelrette 
paa hinanden. 

g negativ. Ellipsen, g = — 1 giver Cirklen som 
Overgangskurve fra Ellipser med b <.a (Brænd- 
punkterne paa x-Axen) til Ellipser med 6 >a 
(Brændpunkterne paa en Parallel med !/-Axen). 

q = giver Parablen som Overgangskurve mellem El- 
lipse og Hyperbel ; da 5 = giver e -= 1 , 
a = æ , kan Parablen betragtes som en Ellipse 
eller Hyperbel, hvis Centrum og ene Toppunkt 
ligge uendelig fjærnt. 
Vi have her forudsat p positiv, p negativ angiver 

blot, at Kurven vender til den modsatte Side af 3;-Axen, 

thi ved at ombytte x med — x (Forandring af Abscisse- 
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axens positive Retning) t'aar man den samme Fonn med 
p positiv. 

66. I de tidligere fmidne Formler maa vi foretage 
de samme Forandringer ved Koordinaterne som ovenfor, 
naar vi ville anvende Ligning (95) for Keglesnittet. 

Vi faa sa.aledes her Tangentens Retning bestemt ved 

67. At bestemme det geometriske Sted for et Punkt 
M, hvis Afstand fra et givet Punkt F staar i et kon- 
stant Forhold til Afstanden fra en given Linie L. 

Vi lægge Abscisseaxen gjennem F, vinkelrot paa L, 
som den skærer i P. Vi vælge til Begyndelsespunkt 
det Punkt O, for hvilket OF^e. PO, idet e er det 
givne Forhold. Sætte vi nu PO ^^ g, faar L Ligningen 
^ + i' = O og F Abscissen eg. Afstanden fra M (.r, p) 
til L er s: -}- g, til F yf/~^f(x~— eg)^ , saa at 

'/ -^ ix — egy -^ c"^ (X + gy 
elier 

er den søgte Ligning. Den viser, at det søgte Sted er 
et Keglesnit med Excentriciteten e, altsaa en Hyperbel 
for Ol, en Parabel for e= 1 (se 38) og en Ellipse 
for « < 1. Da 

2e{e+l)g^P^dz2a(l —e% 
bliver eg ='dza{l — e), altsaa F Brændpunktet. L 
kaldes Ledelinien, og man kan indse, at Ellipse og 
Hyperbel hver maa have to saadanne paa Gfrund af 
deres symmetriske Figur. Man fmder let, at Ligningerne 
for Ledelinierne, naar man tager Centrum til Begyn- 
delsespunkt, blive 
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<91) -. 



B Brændpunkternes Polarer . 



§ 9. Koordinaternes Ændring. Ligninpen af 
anden Grad. 

68. Dersom vi vælge et Koordiiiatsystera, parallelt 
med det oprindelige, men med Begyndelsespunkt i et 
Punkt (a, &), har man for ethvert Punkt 

idet de mærkede Bogstaver betegne Koordinaterne i 
■det ny System. Man behøver da blot at indsætte disse 
Udtryk i Ligningen for en Kurve for at erholde dens 
Ligning i dot ny System. 

Tænke vi os Koordinatsystemet drejet en vis Vinkel 
« om Begyndelsespunktet, og betegne vi de ny Axer 
ved X, og r,, have vi 

(XX.)_(rr,)~«; 

(XY,)_(xx,) + {x.r.)-<. + -J, 

idet vi beholde den positive Omløbsretning. 

Projiceres et Punkt M paa X i M„ paa X, i M„ 
■faa vi de brudte Linier OM^M og OM,M, der maa 




^ Projektion paa en vilkaarlig Linie, 
at projicere paa X, faa vi da 
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OM. cos (XX) + M, M cos (X¥) 
= OM, cos (XX,) + M,M cos [XY,) 
eller 

a; = 3:, cos a — y, sin o i 
og paa samme Maadc [ (99) 

y ^= Xj sin o + 5' 1 '^"^ " ' 
ved at projicere de brudte Linier paa Y. 

Manmaa altsaa indsætte de fundne Udti7k i Ligningen 
for en Kui^ve for at faa dens Ligning i det ny Sysfem.- 
Man ser, at Ligningens Grad ikke kan forandres 
ved Forskydning eller Drejning af Koordinat- 
systemet, 

Ville vi f. Ex. henføre den ligesidede Hyperbel 

X^ — y'' = ft* 

til Asymptoterne som Axer, faa vi 

(x, cos a — y, sin o)"^ — {x, sin a -f- y, cos o.y = a> 
eller 

{x\ — y\) {cos^a — siV «) — 43;, y, sin acos a = a^. 
Vi kunne nu vælge en af Asymptoterne ti! æ-Axe 
og en af dens Retninger som positiv, f. Ex. tg (XX,) 
= (^ ti = — 1, altsaa sina=^± V'J ; cos n = rp l'l , 
hvorved den søgte Ligning bliver 
2x,y, — a^ 
der udtrykker, at det Rektangel, der dannes af Koordi- 
naterne til et vilkaarligt Punkt af Hyperblen og Axerne, 
har konstant Areal. 

69. De tidligere betragtede Kurver ere specielle 
Tilfælde af Kurver, hvis Ligninger ere af 2den Grad 
(Kurver af 2den Orden). Vi ville nu undersøge den 
almindelige Ligning 

Ax^ 4. Bj,2 -^ 2Cxy + 2Dx + 2Ey + ^ = 0. (100) 

Flytte vi Begyndelsespunktet til et Punkt («, J>). 
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bliver Ligmngen, idet vi bcliolde Betegiielsenio x og y, 

+^fl2 + C&^ + 2Ca& + %Da + 2Eh -f F= 0. (101) 

Vi kunne nu vælge Punktet («, 6) saalcdes at Led- 
dene af første Grad falde bort, saa at Ligningen antager 
Formen 

Åx"" + Bf/* + %(Jxy + F, == 0. (102) 

Vi have da til Bestemmelse af a og 6 

^o 4- C6 + iJ -= 0; B6 -I- C'a + -E= 0. (103) 
Udtrykket for F^ simplificeres, idet man multipli- 
cerer de to (103) henholdsvis med a og h og subtra- 
herer, hvorved man faar 

i)a-f Æ& + F— F, =0, 
saa at man til Bestemmelse af F, faar 
A C D 

G B E =0, (104) 

D E F-F, 
der er ubrugelig for AB = C"^ hvilket Tilfælde senere 
skal betragtes. 

Af (102) se vi, at enhver Korde gjennem Begyn- 
delsespunktet halveres af dette Punkt, idet nemlig et 
Punkt {x, y) og Punktet (— x, — y) samtidig tilfredstille 
Ligningen. Et Pi\nkt med denne Egenskab kaldes et 
Centrum for Kurven. 

Vi kunne nu dreje Koordinatsystemet og bestemme 
den Vinkel, vi have at disponere over, saaledes, at 
Ligningen faar Formen 

A,x\-[^B,y\^F, =0. (105) 

Er (XX,) = «, altsaa (X,X) = — «, maa vi da have 

« , '-' xcosa Yy sina; y^ x sin ". -\- y cos a., 

som, indsatte i (105), maa fore tilbage til (102). Vi 
faa deraf 
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iJ = X , sin^ « + B, cos^ f, \ (106) 

C = (X I — B,) sin a cos a. | 

Ved Addition af de to første faas heraf 

A,-\-B,=^A + B, (107) 

medens man ved Subtraktion og Division i den tredje 

faar 

der bestemmer «. Endvidere faa vi 

ÅB~C^ = Å,B„ (109) 

saa at Å, og B, bestemmes som Rødder i Ligningen 
S-' -(^A~\- B)s ^ AB~ C-' = Q. (110) 
Denne Lignings Rødder ere altid reelle, naar A o% B 
ere reelle ; de have samme Fortegn for AB > C^, mod- 
satte Fortegn for AB < C^. Kurven or aitsaa i første 
Tilfælde en Ellipse, i andet en Hyperbel, i begge Til- 
fælde med Axerne faldende i Koordinataxerne. 

Ønske vi Begyndelsespunktet lagt i et Toppunkt 
af Kurven, sætte vi x^-^-m for x^ og bestemme m 
saaledes, at 

A, m^ + F, =0, 
hvorved Ligningen bliver 

Å, 3^; + B. !/5 ± 2 K, V~x;>'; = 0. 
Størrelsen under Rodtegnet kan her ved Benyttelse af 
(109) omskrives til 

— P, {AB —G-') 
B\ ' 
Denne Form kan benyttes i det tidligere udskudte 
Tilfælde, hvor AB = C\ I (110) er da den ene Rod 
f. Ex. A„ Nul. Af (104) faa vi da, idet {AB— C) F 
= 0, 

— F, (AB — C^) = AF' ^ BD"- — 2CDE, 
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91 
hvorved Ligningen bliver 

Vi se heraf, at (101) for AB = C^ det vil sige, 
naar de to første Led danne et Kvadrat, tilhører en 
Parabel. Da A og B maa have samme Fortegn, kunne 
vi altid tænke os dem positive. Vi faa da, idet vi sætte 
VAB for C og uddrage Kvadratroden, og idet B, = 
A-\-B, 

{A + B)^ y\ = 2a:, {±EVA ± D VB), (111) 
hvor de to Led i Parenthesen skulle have samme For- 
tegn, naar CDE er negativ, men i modsat Fald for- 
skjellige Fortegn. 

Som Exempel viile vi tage Ligningen 

xi J^ y^ — 4xt/ -\- 2x — iy + Z = 0. 
Da AB < C^ er Kurven en Hyperbel. Centrum 
bestemmes ved (103), der give a = — 1, 6 = 0. End- 
videre faas F, = 2 og af (110) X, = — 1, B, ™ 3 eller 
omvendt 

Ligningen 

i^^ + »/^ — 2æ^ + 235 + 8y -)- 1 = O 
tilhører en Parabel; ved (111) faas, da CDE er negativ. 



§ 10. Keglesnit 

70. Figuren forestiller en ret, cirkulær Kegle, skaaren 
ved et plant Snit. Papirets Plan indeholder Keglens 
Åxe og er vinkelret paa Snittets Plan, som det skærer 
i BC. I Keglen er indski'evet to Kugler, der røre 
Snittets Plan i f og F„ og som røre Keglen i 
Cirkler, hvis Diametre ere DE og GR. Lad M være 
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et Punkt i Keglens 
Skæringslinie med Pla- 
nen og Frembringeren 
gjennem dette Punkt 
skære Røringscirklerne 
(og følgelig røre Kug- 
lerne) iKo^L. Linier 
fra M til F og F, røre 
ogsaa Kuglerne, og da 
to Tangenter fra et 
Punkt til en Kugle ere 
lige store, har man 

der viser, at Skæringslinien er en Ellipse med Brænd- 
punkterne F og F^ og den store Axe BC 

Dersom C laa paa den anden Side af A, vilde 
Kuglerne falde hver i sit af Keglens to Net, og M 
vilde falde paa Forlængelsen af LK, saa at LM og 
MK fik forskjellige Fortegn. I dette Tilfælde vilde 
altsaa QD være Differensen af Brændstraalerne (regnede 
positive) og Figuren altsaa en Hyperbel. 

Grænsetilfældet bhver i begge Tilfælde det, hvor 
BGdpAH. Det ene Brændpunkt falder da uendelig 
fjærnt. Figuren er en Parabel.*) 

Betegne vi Siderne af Trekanten ABC ved a, h og c, 
have vi set, at a er den store (første Ase). Endvidere 
er FF^ ^c^:b, altsaa Excentriciteten 

e-'3i?, (112) 



*) Her have vi den tidligere antydede Grund til Benævnelsen 

„lieglesnit." 
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der viser, at Figuren bliver en Cirkel for & = c, altsaa 
naar Snitplaneii er vinkelret paa Keglens Axe. I Al- 
mindelighed viser "Udtrykket for e, at parallele Planer 
give ligedannede Snit. 

Af de fundne Udtryk faa vi 

e* — 1= V ~>~ ' men a' = b" -\- c- ^z ■2bc cos 2'/., 

idet a er Keglens halve Toppunktsvinkel, altsaa 

s , M . ^ „ , , ^(^ ■ 9 

e^--l = q::4-|Sin'« og l'araraeti-en p = 4 — sm^ a. 

Vi faa derfor som Keglesnittets Ligning, idet B er 
Begyndelsespunkt og BC Åbscisseaxe, 

yi = 4_sjn^ « .æ 3=4— , sjw'a .x'. 
" a ^^ a' 

Lade vi nu /3 være den Vinkel, som BC (positiv 

ind i Keglen) danner med BA, have vi for Ellipsen 

B = ^, C^TT — (2a + ^) og for Hyperblen B = 7r — ^, 

C = 2a -1- ,9 — ■ TT, altsaa 

?tc . „ sin d . ., c sin 3 sin a 

— stn^ a =c.—- ^- sm^ a = — ^r ; 

a sin 2a 2 cos « 

fic , ^ _ ^ sin_^sin {2a + /?) . ^ 
a^ sm^ 2a ' 

hvorved Ligningen bliver 

y2 = .^ll^A (c . si« 2« . X — si« (2« + j3) a;s), (113) 
der viser, at Snittet er Parabel, Ellipse eller Hyperbel, 
efter som 2« + /^ "^ "' hvilket stemmer med, hvad vi 

fandt ovenfor. For c = O antager Ligningen Formen 
y^ — Ax-, der viser, at en Plan gjennem Toppunktet 
skærer Keglen i to rette Linier; disse ere imaginære, 
naar A er negativ, altsaa naar Planen er parallel med 
en Plan, der giver elliptisk Snit. Dersom A er positiv, 
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bestemmes de to Liniers Retninger ved ip w = ± V ^ , 
men en dermed parallel Plan skærer i en Hyperbel, 
hvis Asymptoters Retninger bestemmes ved samme 
Formel. Vi se heraf, at et System af saadanne 
parallels Planer skære Keglen i ligedannede 
Hyperbler, hvis Asymptoter ere parallele med 
de to rette Linier, i hvilke den af Planerne, 
der indeholder Toppunktet, skærer Keglen, 

Dersom et givet Keglesnit j/" =^a; -j- qx^ skal lægges 
paa en given Kegle, skulle c og ;9 bestemmes af Lig- 
ningerne 

c sin S sin 2a sin B sin (2« + ,91 „ , , , 
» = -*-.— ; q — —. —— \ '. (114) 

Den sidste, bestemmer /3, den første derefter c. Man 
faar 2qcos^a=:—2sin^sin(2a-\-^)^cos2(a-\-§) — cos2a-, 
eller, idet 

cos 2 {« + j9) ™ 2 eos^ (a + ^) — 1, cos 2a = 2 cos'' a — 1, 
cos'^ (« + ^) = ((/ + 1) »os^ «. 

Heraf findes « -}- /9. Opgaven er altid mulig, der- 
som den givne Kurve er en Ellipse (O > g > — 1) 
eller en Parabel, da højre Side falder mellem O og 
1. Er Kurven derimod en Hyperbel, maa man have 
{q-{-l)cos^a<^l, eller, idet q = tg^O {d den halve 
Asymptotevinkel), cos'' « < cos'^ d. 

Man kan altsaa paa en given Kegle kun 
lægge saadanne Hyperbler, hvor Vinklen mel- 
lem Ar^ympEoterne ikke or større end Keglens 
Toppunktsvinkel. 

199. Briog Ligniagerne 

2æ^ 4- i/» ~ 4,% -i- 6æ — 2i/ -f- 1 = O, 
6j^5 -f 4-y* — ai; 4- 2a! — 4j/ -i- 3 = O, 
a-! 4- 9j;S .„ &(!/ 4- 4j; — 2(/ — 1 = O 
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paa den simple Form ved Ændringer af Koordinat- 



Igjennera et Punkt af cu cirkulær Kegleflade er der 
lagt to Planer, vinkelrette paa hinaadeti og paa den 
gjennem Axen og Sidelinien ti! Punktet gaaende Plan. 
Tages Punktet til Begyadelaespunkt og de to Planers 
Skærings li nier med den sidste Plan tii æ-Axer, faa 
Snitkurverne Ligningerne 

yi = 2x~^~V3.x^ Og !/* = pæ + ^V3.æ^. 

Find Keglefladens Toppunkts vin kel, Snittenes Beliggen- 
hed og p. 

Hvad bliver Ligningen for Parablen y^^px, naar 
vi tage Parametrens ene Endepunkt til Begyndelses- 
punkt og dette Punkts Tangent og Normal til Axor? 
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